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APRESENTAÇÃO 


Nos dias atuais, ninguém desconhece a importância das ciências básicas, 
sem as quais não se pode obter uma tecnologia independente nem resolver os 
problemas fundamentais com vistas ao bem-estar bumano. Muito menos se 
ignora que o cultivo dessas ciências e o estímulo às vocações jovens se faz 
através da difusão adequada das idéias avançadas. 


A criação de uma literatura cientifica brasileira é, portanto, uma tarefa de 
primeira importância. 


O Instituto de Matemática Pura e Aplicada do Conselho Nacional de 
Pesquisas com a presente coleção procura cumprir com entusiasmo a parte que 
lhe compete nessa tarefa. 


Estas publicações são possíveis graças ao apoio recebido do Conselho Nacio- 


“nal de Pesquisas, da Divisão do Ensino Superior do M.E.C., aos esforços do 


meu antecessor na direção do IMPA., Dr. Lindolpbo de Carvalho Dias, e ao 

espírito empreendedor dos diretores de “AO LIVRO TECNICO S. A”, a quem 
são devidos agradecimentos especiais. 

ELON LAGES LIMA 

Diretor do IMP.A, 
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PREFÁCIO 


Este livro constitui meu depoimento pessoal sôbre que Topologia Geral 
gostaria fôsse sabida por todos os matemáticos. 


Ele foi escrito para principiantes. Assim é que: 


1) As demonstrações dos teoremas e as discussões dos exemplos são feitas 
com todos os detalhes. As ardilosas frases do tipo “é fácil ver” são raras e tomei 
cuidado para que fôssem sinceras. 

2) Os conceitos básicos e os resultados fundamentais são motivados e 
ilustrados com exemplos e contra-exemplos abundantes. 

3) A generalidade e a abstração são mantidas dentro de limites razoáveis. 
(Filtros e estruturas uniformes são relegados a exercícios; axiomas de separação 
são discutidos apenas quando precisam ser usados; espaços métricos são fre- 
quentemente considerados e examinados em particular.) 


Espero que o livro se preste para estudo individual. Com efeito, êle se 
destina ao leitor independente. Por outro lado, se adotado como texto de um 
curso, o professor poderá tirar proveito do seu tratamento detalhado e ganhar 
tempo, deixando a carga do aluno a leitura de certas demonstrações e de alguns 
exemplos. 


O leitor notará grande número de exercícios. Nenhum dos resultados 
nêles enunciados é admitido no texto. Não espero que o leitor os resolva a 
todos, mas considero importante que todos sejam lidos e muitos resolvidos. 
O nível dos exercícios é bem variado, havendo alguns triviais e outros difíceis. 
Creio, porém, que nenhum dêles é inacessível a partir do que foi ensinado no 
texto. Não só o nível, como também a finalidade e o teor dos exercícios variam 
bastante. Alguns são contra-exemplos, visando estabelecer os limites do alcance 
de certas proposições e definições. Muitos são testes para verificar se os conceitos 
foram bem assimilados. Vários são proposições interessantes, que bem poderiam 
ser incluídas no texto, não fôsse o receio de torná-lo infinito. Outros indicam 
aplicações da teoria. Outros ainda são escritos no estilo de artigos concisos, 
dêsses que se encontram em algumas revistas matemáticas. Bles desenvolvem 
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um tópico, dando as definições e enunciando os resultados, porém omitindo as 
demonstrações. Em tais exercícios (em diversos outros) o leitor encontrará 
uma série de afirmações, quase sempre sem um pedido explicito (“demons- 
tre...” ) ou uma pergunta. O exercício consiste, então, em demonstrar cada uma 
das afirmações feitas. No caso de um curso, o professor pode usar tais exercícios 
como material de “projetos”, em cada um dos quais o aluno é solicitado a 
escrever um ensaio detalhado sôbre aquêle tópico, desenvolvendo o roteiro 
indicado pelo exercício. 

Uma palavra sôbre os exemplos. Os axiomas de espaço topológico são 
notórios pela sua extrema liberalidade. les deixam margem ampla para a imagi- 
nação de exemplos artificiais e casos patológicos de espaços que nunca ocorrem 
nas aplicações da Topologia aos outros ramos da Matemática. Na redação do 
presente texto, fizemos um esfôrço para evitar essa tendência, que não conside- 
ramos educativa. Em consequência, os numerosos exemplos aqui discutidos 
referem-se quase sempre a situações que podem ser encontradas nas aplicações. 
Isto é feito em coerência com o fato de que a importância da Topologia Geral 
(e mesmo da Topologia, em geral) não reside no sen valor intrínseco, mas 
antes na sua enorme versatilidade como auxiliar de outras disciplinas matemáticas. 

Há dois assuntos que estavam no projeto inicial do livro, mas que foram 
sacrificados em prol da limitação do volume. São êles o Teorema de Aproxi- 
mação de Stone-Weierstrass e uma exposição da teoria dos Espaços Paracom- 
pactos. O leitor encontrará tratamentos adequados dêsses tópicos em Į Bourbaki}, 
[Dugundji}, [Kelley] e outros livros de topologia. (As referências dêsse tipo 
dizem respeito aos livros citados na bibliografia que apresentamos no final da 
obra.) 

Mo terminar, é com grande prazer que apresento agradecimentos aos meus 
amigos Lindolpho C. Dias, porque fui “comissionado” para escrever êste livro, 
J- Barros Neto, que leu e criticou a parte inicial, Jacob Palis, a quem devo 
vários aperfeiçoamentos nos seis primeiros capítulos, e Célio Alvarenga, que 
utilizou porções do livro como texto e fêz diversas correções. Estendo ainda 
meus agradecimentos a Alberto Azevedo e Jorge Sotomayor, que revisaram a 
edição mimeografada do livro em cursos da PUCR] e no IMPA e corrigiram 
vários “otimismos” que cometi, principalmente nos exercícios, 


Rio de Janeiro, abril de 1970 


ELON LAGES LIMA 
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Preliminares 


Capítulo 0 
§1. Introdução 


Os pré-requisitos formais para a leitura dêste livro são: 


1) a linguagem, os conceitos básicos e as propriedades elementares rela- 
tivos a conjuntos e funções; 


2) a noção de número real, em particular os conceitos de supremo, ou ex- 


tremo superior, e ínfimo, ou extremo inferior, de um conjunto limitado 
de números reais. dei 


Neste capítulo preliminar, exporemos de-modo sucinto, porém com- 
pleto (sem demonstrações), os fatos supostos conhecidos no texto. Tor- 
naremos assim mais precisas as duas condições acima. Íiste capítulo poderá 
servir para recordação e referência quanto à notação e a terminologia em- 
pregadas nos seguintes (as quais, de resto, são standard). No último pará- 
grafo daremos uma lista de livros que contêm, em forma detalhada, tôda 
a matéria aqui tratada. 


Logo no Cap. I, o leitor notará, em alguns exemplos, o uso de integrais 
de funções de uma variável real. (A derivada também aparece, aqui e 
acolá.) Observará ainda vários exemplos de espaços vetoriais e normas 
nesses espaços. Tais conceitos não foram, entretanto, mencionados entre 
os pré-requisitos acima. A razão é que o leitor dêste livro, muito provã- 
velmente, já terá tido um curso de Cálculo, onde terá visto integrais e deri- 
vadas. Em segundo lugar, tais exemplos foram incluídos porque são im- 
portantes mas a omissão dos mesmos não prejudicará a sequência lógica 
da exposição. Quanto aos espaços vetoriais, acreditamos que a Algebra 
Linear deve ser parte obrigatória do treinamento matemático básico e 
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gua presença aqui decorre, em parte, desta crença. Por outro lado, deve-se 
esclarecer que a noção de espaço vetorial está definida neste capítulo e 
pouco mais será utilizado no texto. Além disso, a omissão de tôdas as 
referências a espaços vetoriais no texto não prejudicará essencialmente a 
compreensão das idéias topológicas aqui expostas. 


§ 2. Conjuntos 


Usaremos como sinônimos os têrmos conjunto e coleção. Um conjunto 
consiste de objetos, de natureza qualquer, chamados os elementos do-con- 
junto. Os elementos da maioria dos conjuntos estudados neste livro cha- 
mar-se-ão pontos. 

A notação z E A (lê-se “x pertence a A”) significa que z é um elemen- 
to do conjunto A. Anâlogamente, escreve-se x € A para significar que x 
não pertence a À, isto é, que o objeto x não é um dos elementos do con- 
junto A. 


Em geral, usam-se letras minúsculas a, b, c, £, y, œ, B, Y,... para indi- 
car objetos, e letras maiúsculas A, B, ©, X, Y, A, P,... para indicar 
conjuntos. Se os elementos de um conjunto forem representados por letras 
maiúsculas Á, B,..., Z, o conjunto será indicado com uma letra gótica 
A, Ba B 

Dados os objetos a, b, c,..., indica-se com (a, b, c,...) o conjunto que 
é formado dêsses elementos. Assim, por exemplo, N = (1,2,3,..,n,...) 
é o conjunto dos inteiros positivos; (1, 2) é o conjunto cujos elementos são 
os inteiros 1 e 2. Podemos também considerar o conjunto cujo único ele- 
mento é o objeto a. fisse conjunto é indicado com {a}. Estritamente 
falando, deve-se distinguir o conjunto {a} do seu único objeto a, do mesmo 
modo como se distingue uma biblioteca contendo um único livro, do pró- 
prio livro. Muitas vêzes, porém, escreveremos a em vez de (a), por 
simplicidade, quando não houver perigo de confusão. 

Geralmente os conjuntos considerados em Matemática não são defi- 
nidos especificando-se um por um seus elementos. O método usual de 
se obter um conjunto é o seguinte. Parte-se de um conjunto básico X e 
considera-se uma condição, ou uma propriedade P, que se refira a um ele- 
mento genérico do conjunto X. A propriedade P define um conjunto S, 
que se chama uma parte ou um subconjunto de X. S consiste dos elementos 
zEX que gozam da propriedade P. Em símbolos: 


| S= zE X; x goza da propriedade P}. 


Por exemplo, seja N = {1, 2, 3,...} o conjunto dos números inteiros 
positivos e consideremos a seguinte propriedade que se refere a um inteiro 
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genérico x E N: 


“z é maior do que 5”. 


A propriedade P de um número inteiro positivo ser maior do que 5 define 
uma parte ou um subconjunto S do conjunto N dos números inteiros posi- 
tivos. S é-formado pelos inteiros maiores do que 5. Em símbolos: 


S=(zEN;r>5. 

Sá Uma relação importante entre conjuntos é a relação de inclusão. Dados 
dois conjuntos À e B, escreveremos AC B e diremos que À está contido 
em B, ou que À está incluído em B, quando todo elemento de A fôr também 
um elemento de B. Equivalentemente: dizer que AC B é o mesmo que 
afirmar que À é um subconjunto de B. Por exemplo, seja À o conjunto 
dos quadrados do plano e B o conjunto dos retângulos. Tem-se ACB. 
Outro exemplo: seja x um objeto e A um conjunto. Dizer que rE A é 
equivalente a afirmar que {r} CA. 


A relação de inclusão goza das seguintes propriedades: 
Rejlexividade: para todo conjunto A, tem-se A CA; 
Anti-simetria: se A C B e BC À, então À = B; 
Transitividade: se A CB e BCC, então ACC. 


A propriedade anti-simétrica diz que dois conjuntos são iguais pre- 
cisamente quando possuem os mesmos elementos. Sempre que tivermos 
de provar que dois conjuntos 4 e B são iguais, mostraremos primeiro que 
A C B (isto é, que todo elemento de A pertence necessàriamente a B) e 
depois que BC A. 

Observemos que, em Matemática, o sinal de igualdade =, numa ex- 
pressão como E = D, significa que E e D são símbolos que representam 
o mesmo objeto. Em outras palavras, uma coisa só é igual a si mesma. 

Chamamos a atenção para o fato de que a notação AC B não exclui 
a possibilidade de ser Á = B. Quando fôr necessário afirmar que AC B 
e À = B, diremos que À é uma parte própria ou um subconjunto próprio 
de B: Às vêzes se escreve AC B pará indicar êste fato. 

£ 


Um conjunto pode não possuir elementos. Indicaremos com Ø o 
conjunto vazio, o qual não possui elementos. g é caracterizado pelo fato 
de que a propriedade “x E Ø” nunca é satisfeita, seja qual fôr x. O con- 
junto vazio pode ser definido através de qualquer propriedade contradi- 
tória. Por exemplo, dado um conjunto arbitrário A, tem-se 


Ø = {z E Å; Aa. 
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Qualquer que seja o conjunto X, tem-se Ø C X. Ou seja, o conjunto 
vazio está contido em qualquer outro conjunto. (Para negar que Ø esti- 
vesse contido em X seria preciso exibir um elemento « tal que z E gf mas 
z Œ X, o que é impossível pois r E Ø nunca é satisfeita. Logo, Ø CX. 


Dado um conjunto X, indicaremos com (X) o conjunto das partes de X. 
Os elementos de P(X) são os subconjuntos de X. Portanto, “A E R(X)” 
e “AC X” são afirmações equivalentes. Por exemplo, seja qual fôr X, 
temos Ø E PHX) e XE P(X). 


Sejam P e Q propriedades que se referem a um elemento genérico de 
um conjunto X, as expressões “P implica Q”, “se P então Q”, “P acar- 
reta Q”, “P é condição suficiente para Q”, “Q é condição necessária para P” 
têm tôdas o mesmo significado. Querem dizer que o conjunto dos elemen- 
tos de X que gozam da propriedade P está contido no conjunto dos ele- 
mentos de X que gozam da propriedade Q. Para exprimir êste foto, usa-se 
a notação P >Q. 


Também as expressões: “P se, e sômente se, Q”, “P é equivalente 
a Q”, “P é necessária e suficiente para Q”, “P é o mesmo que Q” têm tôdas 
o mesmo significado. Querem dizer que P implica Q e Q implica P, isto 
é, o conjunto dos elementos de X que gozam da propriedade P é igual ao 
conjunto dos elementos de X que gozam da propriedade Q. A notação 
P<>Q é então usada. FA 


Dados os conjuntos A e B, indica-se com A U B a reunião de A eB, 
que é o conjunto formado pelos elementos de A mais os elementos de B. 
Assim, x E 4 U B se, e sômente se, pelo menos uma das seguintes afirma- 
ções é correta: r E 4 ou z E B. Em símbolos: 


AUB-= {tr EA o zrEB}. 


Note-se que “z E 4 ou zE B” não exclui que z pertença simul- ` 


tâneamente a A e a B. O significado matemático de ou não é exclusivo, 
como na linguagem corrente. 


A interseção de dois conjuntos 4, B é o conjunto A N B, formado 
pelos elementos comuns a A e 2 B, isto é, pelos elementos que pertencem 
simultâneamente aos conjuntos 4 e B. Em símbolos: 


ANB=Íz;zEA e zEB). 


Por exemplo, sejam 4 = {z E N; z < 10} o conjunto dos inteiros 
positivos menores do que 10 e B = {z € N; z > 5} o conjunto dos in- 
teiros positivos maiores do que ou iguais a 5. Temos AUB=N e 
AN B= {5, 6, 7, 8, 9}. : 
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Quando Á N B = Ø, dizse que os conjuntos À e B são disjuntos. 
Por exemplo, o conjunto A dos triângulos retângulos do plano e o conjunto 
B dos triângulos-eqüiláteros são disjuntos, pois nenhum triângulo pode ser 
ao mesmo tempo retângulo e equilátero. Valem as seguintes propriedades 
da reunião e da interseção: = 


AUØ=A - AND=G 7 
AVUA=A ANA=A 
AUB=BUA ANB=BNA 
AUBUC-AU(BUO ANBNC=ANBNO 
AUB=ASBCA ANB=ASACB 


ACB,A'CB'>AUACBUB' ACB,A'CBSANACBNB 
AUBNO)=4AUBNAVO ANBUO=(ANBU(ANO. 


Não há dificuldade alguma em definir a reunião 4,U...VA, ea 
interseção 4, N...M An de vários conjuntos 4,,..., An. Valem pro- 
priedades análogas para estas operações. 

Dados os conjuntos À, B, a diferença À — B é o conjunto dos elemen- 
tos que pertencem a A mas não pertencem a B. Ou seja: 


A-B=(zzE4A, z&B). 


Não se exige que B esteja contido em A para formar a diferença A— B. 
No caso particular em que BC 4, a diferença A—B chama-se o comple- 
mentar do conjunto B relativamente a 4. Quando o conjunto A é fixado 
numa determinada discussão e contém todos os demais conjuntos que ocor- 
rem na referida discussão, diz-se simplesmente que 4— B é o “complemen- 
tar de B” e escreve-se, às vêzes, Í B = A-B. 


A operação de diferença goza das seguintes propriedades: 
— (B U B’) = (A-B) N(A-B? 
—(BNB)=(A-BU(A-B) 
B C B's A-B' C A-B. 
No caso de complementares, as propriedades acima assumem uma 
forma mais elegante: 


CBUB)=(BNLEB' 
CBnB)=fBulB 
BCB =[B' CIB. 

Dados dois objetos quaisquer a e b, é importante estabelecer. uma dis- 


tinção entre o conjunto fa, b} formado pelos elementos a e b, e um nôvo 
conceito que introduziremos agora, que é o par ordenado (a, b). O par 


ordenado consiste dos objetos a, b (que podem ser distintos ou não) e da 
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escolha de um dêles para ser o primeiro objeto do par (e o outro, conse- 
quentemente, será o segundo). A notação (a, b) significa que a é o primeiro 
eb o segundo objeto do par ordenado. Dados a eb, tem-se sempre (a, b} = 
= (b, a), isto é o conjunto cujos elementos são a e b é igual ao conjunto 
cujos elementos são b e a, pois cada elemento de um dêsses conjuntos é 
também um elemento de outro. Por outro lado, temos (a, b) = (b, a), 
exceto quando a =b. Notemos ainda que (a, a) = {a}, mas (a, a) é 
ainda um par ordenado. 


Um par ordenado (a, b) é caracterizado pela seguinte condição de 
igualdade: 


(a,b) = (a, d) >a =a, bv. 


(Compare com a condição de igualdade {a,b} = fa',b') fornecida pela 
propriedade anti-simétrica da relação de inclusão.) 


B Dados os conjuntos 4, B, o pro- 
duto cartesiano A X B é o conjunto 
de todos os pares ordenados (a, b) 
bks cujo primeiro elemento a pertence a 


A e cujo segundo elemento b. per- 
tence a B. Ou seja: 


AXB=((ab;aCA,bEB). 
q A Dado (a, b) EA X B é comum 


chamar a de primeira coordenada !do par (a, b), enquanto b se chama a 
segunda coordenada do par. 


O subconjunto do produto A X A formado pelos elementos (x, x) de 
coordenadas iguais chama-se a diagonal de AX A e representa-se pelo 
símbolo A. Assim, ž 


A=(m)EAXA; z=y}. 


A definição de A X B é, evidentemente, motivada pela introdução de 
coordenadas cartesianas no plano. A figura é explicativa. As proprie- 
dades abaixo são imediatas: 


AUBXCr(AXOUBXO, (ANB)XC=(AXC NBC) 
l (4-8) XC = (4X0) — (EX0) 
ACA, BCBESAXBCA XB. 
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§ 3. Funções 


Uma função f : A —> B é um conceito matemático que consta de três 
ingredientes: um conjunto À, chamado o domínio da função (ou o conjunto 
onde a função é definida), um conjunto B, chamado o contradoménio (ou 
conjunto onde a função toma valôres), e uma regra que permite associar, 
de modo bem determinado, a cada elemento x E A, um único elemento 
(x) Æ B, chamado o valor que a função assume em z (ou no ponto x). Mui- 
tas vêzes se diz “a função f?” em vez de “a função f: À — B”, deixando 
subentendidos o domínio 4 e o contradomínio B. 


A natureza da regra que ensina como obter o valor f(x) E B quando 
é dado x E À é inteiramente arbitrária, sendo sujeita apenas a duas con- 
dições: 1) Não deve haver exceções; para que a função f tenha 4 como 
domínio, a regra deve fornecer f(x) para todo z E A. 2) Não deve haver 
ambiguidade; a tada z E 4 a regra deve fazer corresponder um único 
Ja) EB. Não existe tal coisa como uma “função plurívoca”, 


Sinônimos de função: aplicação, transformação, operador. Neste livro, 
atendendo à tradição geométrica, usaremos de preferência o têrmo apli- 
cação, reservando a palavra função para aplicações que assumem valôres 
numéricos. g 

De acôrdo com a definição acima, para que duas aplicações f : A > B, 
g:A'—B' sejam iguais é necessário e suficiente que À = A’, B = P’ e 
J(x) = g(x) para todo z E A. 


a E t 
As vêzes, especialmente em diagramas, usamos a notação A— B 
para indicar uma aplicação definida em A e tomando valôres em B. 


Chama-se gráfico de uma aplicação f : A — B ao subconjunto G(f) do 
produto cartesiano A X B formado pelos pares (x, (x), onde v EA é 
arbitrário. Ou seja, 7 


G) = {e} E A XB; z E A}. 


Duas aplicações são iguais se, e sômente se, possuem o mesmo gráfico. 
Para que um subconjunto GC A X B seja o gráfico de uma aplicação 
j : A — B, é necessário e suficiente que, para cada x E A, exista exatamente 
um par (z, y) E G cuja primeira coordenada é o elemento x dado. 

Uma aplicação f :A— B diz-se biunívoca quando, dados T, yEA 
quaisquer, f(z) = J(y) implica z = y. Em outras palavras, f é biunívoca 
quando z # y implica f(z) = J(y). 

Uma aplicação f :A— B diz-se sôbre B quando, para todo y E€ B 
existe um z € A tal que f(z) = y. 
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Por exemplo, dado o conjunto N = (1,2,...,n,...) dos números 
inteiros positivos, definamos uma aplicação f :N —>N pondo f(n) = nº 
para todo n E N. A aplicação f é biunívoca mas não é sôbre N. Por outro 
lado, se definirmos g:N —N pondo, para cada n E N, g(n) = número 
de fatôres primos da decomposição de m veremos quë g é sôbre N, porém 
não biunívoca. 

Uma aplicação f : A — B, biunívoca e sôbre B, chama-se uma corres- 
pondência biunívoca entre À e B. 

Por exemplo, seja N o conjunto dos números inteiros positivos e seja B 
o conjunto dos inteiros positivos pares. A aplicação f : N — B, definida 
por f(n) = 2n, é uma correspondência biunívoca entre N e B. i 

Dadas uma aplicação f : 4 > B e uma parte X C Á, chama-se imagem 
de X pela aplicação f ao conjunto f(X) de todos os valôres f(z} que f. assu- 
me nos pontos z E X, isto é: 


KE) = Ulm); z E X}. 


Evidentemente, f(X) é um subconjunto de B. Para que J:A>B 
seja sôbre B, é necessário e suficiente que f(A) = B. Em geral, tem-se 
apenas f(A) CB. O conjunto f(A) é chamado a imagem da aplicação 
J:A>B. Às vêzes também se diz que (A) é o conjunto dos valôres de j. 

Dada uma aplicação f : 4 — B e indicando com X, Y,... subconjun- 
tos genéricos de A, temos: 


IZU P) = JC) U JO); 


AND CIC NIM; 
£CF > IMC IM; 
HD) = Ø. 


Quando f é biunívoca, tem-se HX N Y) = HX) N J(Y) mas, se existem 
em A elementos z = y com f(x) = f(y), então, pondo X = (a) e Y = {y}, 
teremos X N Y = Ø, donde AX N Y) = Ø, mas HX) N Y) = fa). 

Quanto à diferença entre conjuntos, é válida a relação HX— Y) D J(0)- 
— HP. Quando f é biúnfyoa tem-se o resultádo j mais forte: (X— Y) = 
=J00 — K7). 

Dada a aplicação-j-: A — B, consideremos um subconjunto Z C B. 
A imagem inversa de Z por f é o conjunto J-!(Z) dos elementos de A que se 
aplicam por f em elementos de Z. Isto é: 


i HZ = EEA JEZ. 


Note-se que se pode ter /-!(Z) = Ø sem que Z seja vazio. Isto acon- 
tece precisamente quando Z NHA) = Ø, isto é, quando Z não tem pon- 
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tòs em comum com a imagem de f. Em particular, f então não é sôbre B. 
Dado z E B, pode ocorrer que f-!((z)) = f(z) seja um subconjunto de A 
com mais de um elemento. Isto se dá sômente quando f não é biunfvoca. 

As imagens inversas se comportam bem relativamente às operações 
com conjuntos. São válidas as seguintes propriedades, onde Z e W in- 
dicam subconjuntos do contradomínio B: 


= PZU W) = FD UTM); 
PEA W) = 58) NM); 
PZ-W = (D-1W); 
ZCW FD CHW); 
FB) = Á, FØ) = Ø. 


Dado X C A, temos FHJX)) D X e, dado Z C B, vale H(J-(2)) C Z. 
Para que fHJ(X) = X seja qual fôr X C A, é necessário e suficiente 
que f seja biunívoca. Anàlogamente, f é sôbre B se, e sòmente se, 
j(Z) =Z para todo Z C B. 

Sejam as aplicações f: A —>B e g:B—C. A aplicação composta 
gof:A— C consiste em aplicar primeiro f e depois g. Ou seja, para todo 
x E A, pomos (g of) (£) = g(J(x)). Dadas f : A — B, g:B—C e h:C >D, 
vale a associatividade ho (g o f) = (hog)of: A» D. Dado um subcon- 
junto W C C, tem-se (go W) = FW). 

Seja X um subconjunto de 4. A aplicação î:X— 4, definida por 
i(x) = z para todo x E A, chama-se a aplicação de inclusão de X em A. Em 
particular, quando X = 4, a aplicação de inclusão de 4 em A, chama-se 
a aplicação identidade de A e indica-se com id, : A —> A. Às vêzes, por 
simplicidade, escreveremos apenas id.:A> A. 


|] 


Dados uma aplicação f : A —> B e um subconjunto X C Å, a restrição 
de f ao subconjunto X é a aplicação f| X : X — B definida por (7] X) (x) = J(x) 
para todo z E€ X. Tem-se f|X = joi, onde i:X >A é a inclusão de X 
em A. Por outro lado, dada uma aplicação g :X — B, tôda aplicação 
J:A>B tal que g = |X chama-se uma extensão de g ao conjunto A. 

Dada uma aplicação f : A —> B, chama-se inversa à direita de f uma 
aplicação g : B — A (se existir) tal que fog = id.g, isto é, f(g(2)) = z para 
todo z E B. Para que exista uma inversa à direita de f é necessário: e sufi- 
ciente que f seja sôbre B. Anãlogamente, diz-se que h:B—> A é uma 
inversa à esquerda de f quando hoj = id.a, isto é, h(j(x)) = z para todo 
æE A. A fim de que f possua uma inversa à esquerda é necessário e su- 
ficiente que f seja biunívoca. Finalmente, diz-se que uma aplicação 
fI:B>A é uma inversa de f quando fo f? = id.g eflof= id.a, isto é, 
quando f! é, ao mesmo tempo, uma inversa à direita e à esquerda de f. 
Logo, f possui uma inversa se, e sômente se, fôr uma correspondência biu- 
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nívoca entre 4 e B. Nestas condições, a inversa não sômente existe, mas 
é única. Sej:A>Beg:B>C são aplicações biunívocas sôbre, então 
(goj =f tog}:C >A. 


§4. Famílias: Reunião, interseção e Produto Cartesiano 


Seja L um conjunto, cujos elementos chamaremos índices e represen- 
taremos gentricamente por A. Dado um conjunto arbitrário X, uma 
família de elementos de X com índices em L é uma aplicação z: L— X. 
Dada uma família x, indicaremos o valor de x no elemento À E L por 2), 
em vez da notação usual x(). A famflia z é indicada também pelo símbolo 
(Ea) æ z ou simplesmente (r)), quando não houver dúvida sôbre o conjun- 
to de índices L. 

Quando L = (1, 2,...,n) é o conjunto dos inteiros positivos desde 1 
até um inteiro fixo n, as famílias z : L —> X chamam-se n-uplas de elementos 
de X. Uma n-upla x = (zigu é comumente representada pelo símbolo 
£ = (£1, Ta.. ., Zn). Como sabemos, x; = x(:) é o valor de z no elemento îi. 
É costume chamar z; a i-ésima coordenada da n-upla x = (zy..., £n). Em 
particular, um par ordenado (a, b), a E A, b E B, é uma 2-upla no con- 
junto AU B. 

Uma família num conjunto X com índice no conjunto N = 
= {1, 2,..., n,...} dos inteiros positivos é chamada uma segiiência de 
elementos de X. Uma tal segiiência é pois uma função x: N —> X, indicada 
por x = (£n), ou por x = (T), Ta.. -, Zm- .-), sendo o valor da aplicação v 
no elemento n E N indicado por z, e chamado o n-ésimo têrmo da segiên- 
cia x. 

Seja (AheL uma família de conjuntos A com índices em L. A 
reunião dessa família é o conjunto dos elementos que pertencem a pelo 
menos um dos 4x. Escreve-se: 


U A = {z; existe A E L com z E AJ. 
AEL 5 


Ou seja, UA, é o conjunto dos x tais que z pertence a algum Áx. 


Anàlogamente, a interseção da família (Ay) € z. é o conjunto dos ele- 
mentos que pertencem simultâneamente a todos os conjuntos da família. 
Põe-se 

N A= {z; z E A para todo À E L}. 
ACL 


Em particular, quando L = N = {1, 2,..., n,...}, é costume escre- 


ver-se U Án e N 4, em vez de U Ane N An 
n=l n=l aEN nEN 
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Dadas duas famílias de conjuntos (Ay) gz e (Bau Em, obtém-se 
as famílias com índices em LX M: 
(4a NB neixm e (AU Bao, m Exa 


Valem as seguintes propriedades: 


(U AVN ER B,) = U (Aa N By) 
AGCL OA, ELxM 
(NAVU(N Bj = N (Ax U Bj. 
AEL sEM O, ELXM 
Tem-se ainda: X-U hHh=n0(X4-Y) 
AEL AEL 
X- N Yy= U (XY). 
AEL AEL 


Com relação às 'aplicações, temos: 


ICU A) = UFAN; HNANC NASAN; 
PCU AN = U PAN; POO AN = APAN. 


A noção de família permite generalizar também o conceito de produto 
cartesiano. Consideremos inicialmente o caso finito. 


Dados os conjuntos A,..., An, seu produto cartesiano é o conjunto 
A=AX...X Án = IIA;, formado por tôdas as n-uplas a = (m,..., Gn) 
$a 


tais que q, E Ay,..., O E An. Em outras palavras, 4 = 4, X... X Án 
é o conjunto de tôdas as aplicações a: (1, 2,..., nN} >A U...U A, 
tais que a(i) = a; E A; para todo i =1,...,n. Isto estende o produto 
cartesiano AX B visto acima. Quando A, = ... = A= Á, o pro- 
duto cartesiano 4 X...X Á de n cópias de A é indicado com A”. No 
produto cartesiano A = 4, X...X A, são importantes as projeções 
p;: 4 — A; sôbre cada fator A; A iésima projeção p; é definida por 
pa) = a; = iésima coordenada da n-upla a = (m,...,0n). Dadosa = 
=(a,...meb=(by..,b)em A1 X...X An, tem-se a = b se, e sò- 
mente se, p:(a) = p:(b) para cada i = 1, 2,..., n. 

Mais geralmente, dada uma família qualquer (Ay) € z de conjuntos, seu 
produto cartesiano A = IL A, é o conjunto das famílias a=(a)) € z tais 

AGL 
que, para cada AE L, a E 4». Em outras palavras, A é o conjunto de 
tôdas as aplicações a :L— U Ah tais que a(N)=a, E A, para cada AE L. 
AEL 

As projeções pa : A — A são definidas por px(a) = an. Cada projeção pa 
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é uma aplicação de A sôbre An. Dada uma aplicação j :X — IIA, de 
um conjunto qualquer X no produto cartesiano dos A», obtém-se, para 
cada À E L, uma aplicação jy :X —> 4x, pondo-se fa = pof, ou seja, 
Jr (x) = A-ésima coordenada de f(z). Reciprocamente, se é dada, para 
cada À E L, uma aplicação f:X — A» tal que fa = prof para cada À. 
Basta pôr J(z) = (fz) e L- 


No caso particular em que todos os conjuntos 4», À E L são iguais ao 


mesmo conjunto 4, escreve-se 42 em vez dell A). O conjunto AL é 
AEL 
formado por tôdas as aplicações de L em A. 


É costume indicar com II A, o produto cartesiano de uma seqüência 
n=1 


(Ay Az...» Am...) de conjuntos. Os elementos de IFA, são as segúên- 
cias (0, 0»..., Qu...) tais que an E A, para cada n E N. 


$5. Finito, Infinito; Enumerável, não Enumerável 


Um conjunto A chama-se finito quando fôr vazio ou quando existirem 
um inteiro positivo n e uma aplicação biunívoca f:A (1, 2,..., n}, 
de A sôbre o conjunto dos inteiros 1, 2,..., n. Quando A fôr vazio, diz-se 
que 4 possui 0 elementos. No segundo caso, diz-se que Á possui n elemen- 
tos. -Demonstra-se que o número n, quando existe, é único. 

Diz-se que um conjunto A 'é infinito quando êle não é finito. Isto 
significa que, seja qual fôr o inteiro positivo n, o conjunto (1, 2,..., n} 
está em correspondência biunívoca com uma parte de A mas não existe 
n E N algum tal que {1, 2,.. ., n} possa ser pôsto em correspondência com 
A. 

Um conjunto A diz-se enumerável quando é finito ou existe uma aplica- 
ção biunívoca f : A — N de A sôbre o conjunto N = (1, 2,...,n,...; dos 
inteiros positivos. (Evidentemente, N é um conjunto infinito.) Alguns 
autores chamam enumeráveis apenas os conjuntos que estão em correspon- 
dência biunívoca com N. A êstes conjuntos chamaremos conjuntos infi- 
nitos enumeráveis. 


Dois conjuntos A e B têm o mesmo número cardinal quando existe uma 
aplicação biunívoca f :A— B de A sôbre B. 


Todo subconjunto de um conjunto enumerável é enumerável. O eon- 
junto das partes finitas de um conjunto enumerável é enumerável. Se À 
e B são conjuntos enumeráveis, então o produto cartesiano 4 X B é enu- 
merável e a reunião A U B é enumerável. Mas geralmente, se Á, 


As...» A, são conjuntos enumeráveis, então A: U ...U Ane AX... XA, 
são ainda enumeráveis. Para a reunião, ainda é verdade que A,..., Am... 
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enumeráveis implica 4, U... U A U=.. = U An enumerável, mas o 
à s= 

produto cartesiano 4; X ...X An X... = IE Án não é, em geral, enu- 


na 
merável. O conjunto dos números racionais é enumerável. O conjunto 
dos números reais não é enumerável. Se Á é infinito, o conjunto 44 de 
tôdas as funções de 4 em À não é enumerável. - 


Todo conjunto infinito possui um subconjunto infinito enumerável. 
Isto significa que o número cardinal dos conjuntos infinitos enumeráveis 
é o “menor” dos números cardinais infinitos. 


$ 6. Equivalência 


Uma relação binária num conjunto 4 é um subconjunto R C A X A 
do produto cartesiano de À por si mesmo. Se (a,b) E R, escreve-se aRb 
e diz-se que a mantém a relação R com b. 


Por exemplo, no conjunto dos números inteiros positivos, podemos 
obter a relação de divisibilidade, considerando o subconjunto RC N X N 
formado pelos pares (m, n) tais que n é um múltiplo dem. Então, (m nN ER 
(ou seja, mRn) significa que m divide n. 


Uma relação de equivalência num conjunto A é uma relação binária R 
com as seguintes propriedades: 


Reflexividade: aRa para todo a E A; 
Simetria: se aRb, então bRa; 
Transitividade: se aRb e bRe, então aRc. 


Em têrmos do subconjunto R C A X 4, as propriedades acima dizem 
que R contém a diagonal À do produto 4 X 4, que R é simétrico relativa- 
mente a essa diagonal [(a, b) E R = (ba) E R] e que (a, b) E R, 6) E 
ERS (@m, o) ER. 

Por exemplo, a relação de igualdade a = b é uma equivalência em 
qualquer conjunto 4. (Neste caso, R coincide com a diagonal de 4 X 4.) 
Seja Á o conjunto dos triângulos do plano. A relação: “o triângulo a e o 
triângulo b possuem a mesma área” é uma equivalência em A. 


Seja R uma Fêlição de equivalência num conjunto 4. Para cada ele- 
mento r € A indiquemos com C, o conjunto de todos os elementos 
y E A que são equivalentes a z segundo a relação R: 


Cz = {y E A; yRz}. 
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O conjunto Cz chama-se a classe de equivalência de z segundo a 
| relação R. A família (C,).C4 goza das seguintes propriedades: 

D A= UCs; 

IEA 
- 2) dados zr, y E A, ou Cz = Cy ou C NC = A. 

| A tôda coleção de subconjuntos de 4 com as duas propriedades acima, 

chamaremos uma partição de A. As condições acima dizem que os con- 

juntos de uma partição devem ser dois a dois disjuntos e todo ponto de À 

está contido em um dêles. 
| Vemos assim que, dada uma relação de equivalência R num conjunto 4, 
| as classes de equivalência segundo R formam uma partição de A. Dois 
| elementos x, y E A pertencem ao mesmo conjunto da partição se, e sômen- 
te se, zRy. Reciprocamente, tôda partição de A define uma relação de 
equivalência R, desde que ponhamos zRy para indicar que z e y perten- 
cem ao mesmo conjunto da partição. 

O conjunto quociente de um conjunto A por uma relação de equivalên- 

cia R é o conjunto A/R, cujos elementos são as classes de equivalência dos 
elementos de 4 segundo a relação R: 


AIR = (C;; TE A). 


Existe uma aplicação natural m : A —> AJR, definida por r(x) = C; = 


= classe de equivalência de x. A aplicação m é chamada a aplicação canó- . 


nica de A sôbre A/R. (Evidentemente 7 é sôbre A/R.) g 
Se escolhermos, em cada classe de equivalência segundo R, um único 
elemento daquela classe, o subconjunto L C A assim obtido chama-se um 
conjunto de representantes das classes de equivalência. É claro que (salvo 
no caso trivial em que R é a relação de igualdade) a escolha dos represen- 
tantes pode ser feita de várias maneiras. Para que LC A seja um con- 
junto de representantes, é necessário e suficiente que a aplicação canônica 
T: A — AJR transforme L biunivocamente sôbre A/R. 
f Qualquer aplicação f : A — B defi- 
A ————— pR ne uma relação de equivalência R em 
z A, chamada a relação de equivalência 
determinada por f. Basta pôr aka” se, 
' e sômente se, f(a) =J(a). A função f 
decompõe-se então num produto jf = 
= iof'or, onde r : A — AJR é a aplica- 
ção canônica, t :f(4A)—B é a inclusão 
er:AR> HA) é uma correspondência biunfvoca, definida por f(m(x)) = 
= f(x). O diagrama acima é clássico. 


t 
AIR = zla) 
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§ 7. Ordem 


Uma relação de ordem num conjunto A é uma relação binária em Å, 
indicada geralmente com o símbolo <, gozando das seguintes proprie- 
dades: 


1) Rejlexiva: a < a para todo E A; 
2) Antisimétrica: se a < b e b < a, então a = b; 
3) Transitiva: sea <b eb <c, então a < c. 


Por exemplo, a relação de inclusão X C Y é uma relação de ordem 
definida no conjunto B(A) das partes de um conjunto 4. O conjunto Z 
dos números inteiros relativos possui uma relação de ordem natural, onde 
se escreve n < m, se, e sômente se, à diferença m — n é um número positivo 
ou nulo. 

Um conjunto ordenado é um conjunto munido de uma relação de ordem 
nêle definida. Todo subconjunto de um conjunto ordenado pode natu- 
ralmente ser considerado ordenado. Note-se que, dados um conjunto or- 
denado A e dois elementos arbitrários a,b E A pode acontecer que nem 
a <bnemb<a. (Vide relação de inclusão.) Um conjunto A diz-se to- 
talmente ordenado, ou linearmente ordenado quando nêle está definida uma 
relação de ordem tal que, dados arbitrariamente a,b E A, ou a <b ou 
b <a. O conjunto A dos números inteiros relativos é totalmente ordenado. 
O mesmo se dá com o conjunto Q dos números racionais. Às vêzes, para 
dar ênfase ao fato de que um conjunto ordenado À não é linearmente 
ordenado, diz-se que 4 é parcialmente ordenado. Um conjunto linear- 
mente ordenado é às vêzes chamado uma cadeia. 

Num conjunto ordenado A, um elemento a chama-se o primeiro elemen- 
to, ou o menor elemento de A quando se tem a < « para todo x E A. Um 
conjunto ordenado A pode não possuir um primeiro elemento (exemplo: o 
conjunto Z dos números inteiros relativos) mas, se possuir, êle é único, em 
virtude da propriedade anti-simétrica da relação de ordem. Anàlogamente, 
o maior elemento, ou último elemento de um conjunto ordenado A, se existir, 
é um elemento b E À tal que z < b, seja qual fôr r € A. O conjunto N 
dos números inteiros positivos tem um primeiro elemento, que é o número 1. 
O conjunto P(A) das partes de um conjunto A (ordenado por inclusão) tem 
como primeiro elemento o conjunto vazio Ø. 

Um elemento a de um conjunto ordenado A chama-se um elgiênto 
minimo de A quando não existe em 4 nenhum elemento x tal que z < a e 
za. (Escreve-se z < a para indicar que z < a e z <a.) Não se deve 
confundir “elemento mínimo” com “menor elemento”. Seja A o conjun- 
to das partes não-vazias de um conjunto B. Ordenando % por inclusão, 
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os pontos z E B são os elementos mínimos de Y. Salvo no caso em que B 
possui um único elemento, 9 não possui menor elemento. É claro que se 


um conjunto ordenado 4 possui um primeiro elemento, êle é o seu único 
elemento mínimo. 


Seja S um subconjunto de um conjunto ordenado A. Um elemento 
a E A chama-se um limite superior de S se x < a para todo x E S. Diz-se 
também que a é uma cota superior de S. De modo semelhante, se define 
um limite inferior, ou uma cota inferior de S. Quando a é uma cota su- 
perior do conjunto 5, diz-se que os elementos de S são majorados por a. 
Se b é uma cota inferior de S, diz-se que os elementos de S são minorados por 
b. Escreve-se, às vêzes, S < a para indicar que a é uma cota superior de S 
eb <s para indicar que b é uma cota inferior de S. 

Um conjunto ordenado A diz-se indutivo superiormente quando todo 
subconjunto linearmente ordenado S C A possui uma cota superior. 

O teorema abaixo será utilizado uma única vez neste livro. (Vide 
demonstração do Teorema de Tychonov, Cap. IX, $ 4.) 


TEOREMA DE ZoRN — Todo conjunto não-vazio indutivo superiormente 
possui elementos máximos. 

Evidentemente, o Teorema de Zorn também pode ser enunciado di- 
zendo-se que todo conjunto não-vazio indutivo inferiormente possui ele- 
mentos mínimos. E 

Bem menos evidente é o fator de que o Teorema de Zorn é equivalente 
ao chamado Axioma da Escolha, um princípio básico da teoria dos con- 
juntos, o qual afirma que, dada uma coleção não-vazia © de conjuntos não- 
-vazios X é possível formar um conjunto 4, escolhendo em cada z E € pre- 
cisamente um elemento X. O Axioma da Escolha é equivalente à afir- 
mação de que o produto cartesiano ITA, de uma família não-vazia de con- 
juntos não-vazios À, é, por sua vez, um conjunto não-vazio. 

Muitas vêzes, no decorrer de argumentos no texto, usaremos o Axioma 
da Escolha, sem maiores comentários. - 


§ 8. Números Reais | = 


Indicaremos o conjunto dos números reais com R. fle consiste dos 
números racionais, cujo conjunto indicaremos com Q, e mais os núme- 
ros irracionais. Não adotaremos símbolo especial para o conjunto dos 
números irracionais. 


1 . à i ; 
Freqüentemente nos referiremos ao conjunto R dos números reais como 

a reta. Às vêzes diremos a reta real. De especial importância é a relação 

de ordem (linear) entre os números reais. Escreveremos a < b para in- 
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dicar que b — a é um número real positivo ou zero. Em outras palavras, 
a < b significa que b — a > 0. Em coerência com a linguagem geométrica, 
chamaremos também de pontos da reta aos números reais e diremos que o 
ponto b E R está à direita do ponto a E R quando a < b, No mesmo caso, 
a diz-se situado à esquerda de b. 

O conjunto [a, b] = {z E R;a < z < b} é chamado o intervalo jechado 
de extremos a e b. (Agora, como abaixo, a, bE R ea < b.) Anàlogamente, 
poremos 


(a,b) = {x E R;a <z < b} = intervalo aberto de extremos a, b, 
la, b) = {z E R;a <x <b}, (a,b] = {r E Rja<r<b}, 

(a, +œ) = {x E R;ja < z}, (— œ, b) = {z E R;z <b}, 

la, +0) = {z E Ra < 7}, (— œ, b] = {r E R; z < b}. 


Os intervalos da forma [a, b), (a, b] são chamados semi-abertos. Os 


intervalos da forma (a, +œ), [a, + o) etc. são também chamados semi- 
-retas. 


- 


Um conjunto S de números reais diz-se limitado superiormente quando 
existe um número real a tal que z <a para todo z E S. De maneira 
análoga se define um conjunto limitado inferiormente. Um conjunto SC R 
diz-se limitado quando é limitado inferiormente e superiormente, isto é, 
quando existem números reais a, b tais que a < x < b para todo z € S, 
ou seja, S C [a,b]. Quando x.S a para todo z E SS, o número a chama-se 
uma cota superior do conjunto S. Semelhantemente, b < x para todo 
z E S significa que b é-uma cota inferior para S. 

A distinção fundamental entre R e Q reside no fato de que todo con- 
junto X não-vazio de números reais que é limitado superiormente possui 


um supremo s = sup. X, que é um número real com as seguintes proprie- 
dades: - 


1) para todo x E X, tem-se x < s (isto é, s é uma cota superior de X); 
2) set é um número real tal que z < t para todo x E X, então s < t (isto 

é, s é a menor das cotas superiores de X). 

A propriedade segunda, acima, significa que nenhum número menor 
do que sup. X = s pode ser uma cota superior de X. Por isso, ela se ex- 
prime também do seguinte modo: 

3) dado qualquer e > 0, existe z € X tal que s— e<r<s. 
O supremo de um conjunto X pode pertencer ou não ao conjunto X. 
De maneira semelhante se define o ínfimo de um conjunto X não- 


-vazio de números reais, para o qual se usa a notação inf. X = i. O ín- 
fimo 2 é definido pelas seguintes propriedades: 
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1) tem-se i < z, para todo r€ X (em outras palavras, i é uma cota 
inferior de X); as 

2) sej <z para todo z € X, então j < 1 (ou seja, iéa maior das cotas 
inferiores de X). 


A segunda propriedade do ínfimo pode ser equivalentemente formulada 
do seguinte modo: ` 


3) dado qualquer número real e > 0, existe z € X tal que i< z <ie. 

Todo conjunto X, não-vazio, de números reais que é limitado inferior- 
mente possui um ínfimo z = inf. X, o qual é um número real. O ínfimo 
de X pode pertencer a X ou não. ; 

Evidentemente sup. X e inf. X são univocamente determinados pelas 
propriedades que os definem. 

Quando um conjunto X não é limitado superiormente, escreve-se 
sup. X = +œ. Anãlogamente, inf. X = — o serve para exprimir que X 
não é limitado inferiormente. Às vêzes também se convenciona escrever 
sup. Ø = — o e inf. g = +o. 

Se X CY e X # Ø, então sup. X < sup. Y e inf. Y < inf. X. Se 
escrevermos X + Y= {x +y; z € X, y € Y}, então teremos sup. (X + Y)= 
= sup. X -+ sup. Y e inf. (X + Y) = inf. X + inf. Y. 


§ 9. Espaços Vetoriais 


Um espaço vetorial (real) é um conjunto E, onde estão definidas duas 
operações. A primeira é a adição de elementos z, y E E, dando como re- 
sultado um elemento z + y E E. Os elementos do espaço vetorial E são 
chamados vetores e a adição de vetores deve gozar das seguintes pro- 
priedades: p ` 
1) z+y =y + rz, quaisquer que sejam z, y E E; 

2) @+y)+z=7z+ (y +2), sejam quais forem z, y, 2C E; 
3) existe O E E (chamado o vetor zero, ou a origem de E) tal que 0 + z = x 

para todo z E E; 

4) a cada z € E corresponde um vetor —z € E tal que z + (— z) = 0. 

O vetor — z chama-se o simétrico de z. —-. 

A segunda operação definida em E é a multiplicação de um vetor x E E 
por um número real œ € E, dando como resultado um vetor az E E. Esta 


operação deve satisfazer o seguinte: 


1) a(z +y) = az + ay, para todo œ E R e quaisquer z, y E E; 
2) (œ + 8) = az + ßrz, quaisquer que sejam q, 8 E R, z € E; 
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3) alßz) = (aß)z, idem; 
4) 1-z= z, para todo zE E. 


Segue-se dêstes axiomas que 0 -z = O (onde, no primeiro membro, 

0 ER, e no segundo 0 € E), que (-1)z =—z e que valem, em geral, 
-~ tôdas as regras operacionais óbvias. 

Um subconjunto não-vazio F de um espaço vetorial E chama-se um 
subespaço de E quando z, y € F implica z ty E F e z € F implica oz € F 
para todo a E R. Dado um subespaço F C E e um vetor a € E, o con- 
junto a + F = {a + z; z E F} chama-se a variedade afim paralela a F e 
passando pelo ponto a. 

Sejam E e F espaços vetoriais. Uma aplicação f :E— F chama-se 
uma transformação linear quando f(s + y) = Hx) +J(y) e Hazx) = ajiz) 
quaisquer que sejam z, y E E, a escalar. 


§ 10. Referências 


Todo o material referente a conjuntos, funções, relações de equiva- 
lência, ordem e números cardinais aqui mencionado, acha-se exposto, de 
forma legível e atraente, no livro: Naive Set Theory — por P. R. Hal- 
mos (Van Nostrand, 1960). 

Uma exposição bastante clara, mas sem demonstrações nem comen- 
tários, do mesmo material é a seguinte: Théorie des Ensembles — Fascicule 
de Résultats — por N. Bourbaki (Hermann, 1937). 

Para uma exposição curta, completa e compreensível da construção 
dos inteiros, racionais e reais a partir dos conhecimentos básicos sôbre 
conjuntos, veja-se: The Structure of the Real Number System — por L. W. 
Cohen e G. Ehrlich (Van Nostrand, 1963). 

Como referência auxiliar para os assuntos tratados nos livros acima 
citados e para uma exposição de Álgebra Linear, sugerimos o texto clássico: 
A Survey of Modern Algebra — por G. Birkhoff e S. Mac Lane (MacMillan, 
1965). 


Em N 
Espaços Métricos ` 


Capítulo I 


§ 1. Introdução 


Uma das idéias mais importantes da Matemática é a de continuidade, 
a qual se acha estreitamente relacionada com os conceitos de convergência 
e limite. Dada uma aplicação f : X — Y definida num conjunto X e to- 
mando valôres num conjunto Y, diz-se que f é contínua no ponto a E X 
quando é possível tornar f(x) arbitrâriamente próximo de f(a), desde que se 
tome x suficientemente próximo de a. Anãlogamente, diz-se que uma se- 
quência de pontos (£a), n = 1, 2, 3,..., pertencentes a um conjunto X, 
converge para o ponto a E X quando é possível tornar x, arbitrariamente 
-próximo de a, desde que se tome n suficientemente grande. Observa-se 
que essas definições de continuidade e convergência não têm sentido em 
conjuntos quaisquer X, Y. Para que elas signifiquem algo é necessário 
que nos conjuntos em questão exista alguma estrutura que permita falar 
em “proximidade” de pontos. Tais conjuntos são chamados espaços topo- 
lógicos. Nêles são definidas e tomam valóres as funções contínuas. Cha- 
ma-se Topologia à disciplina matemática que se ocupa do estudo das fun- 
ções contínuas de um espaço topológico em outro. 


Ora, a maneira mais natural de verificar qual de dois pontos x, y, per- 
tencentes a um conjunto X, está mais próximo de um ponto a € X é medir 
as distâncias de r e y ao ponto a. Isto, porém, só será possível se existir 
a noção de distância, já previamente definida no conjunto X. Assim, os 
conjuntos onde tem sentido falar na distância entre dois pontos se apresen- 
tam imediatamente como espaços topológicos. Tais conjuntos são denomi- 
nados espaços métricos. Entretanto, nem todos os espaços topológicos são 
métricos; existem alguns espaços topológicos importantes, onde o grau de 
proximidade de um ponto x a um ponto a não é determinado pela distân- 
cia de z a a. Travaremos contato com tais espaços a partir do Cap. III. 
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A maioria dos espaços topológicos normalmente encontrados na Ma- 
temática vem munida de uma métrica. Além disso, a topologia que deriva 
de uma noção de distância deixa pouca margem para a especulação de exem- 
plos artificiais ou patológicos que desviam a atenção do principiante dos 
fatos fundamentais. Por tais motivos, faremos dos espaços métricos o 
tema central desta introdução à Topologia. 

O conceito de espaço métrico é devido a Maurice Fréchet, que o in- . 
troduZiu em 1906, em sua famosa tese, juntamente com outras noções que 
se tornaram clássicas em Topologia. Os axiomas de Fréchet representam 
um refinamento matemático da noção de distância, tal como a concebemos 
na vida comum. 


§ 2. Definição de Espaço Métrico 


Uma métrica num conjunto M é uma função d:M XM>R que 
associa a cada par de pontos x, yE M um número real d(z, y), chamado 
a distância do ponto z ao ponto y, de tal modo que: 


1) dez) = 0, d{z, y) > 0 se z =y; 
2) dle, y) = dU, 2); 
3) dz,2) < d(e, y) + dly, 2); quaisquer que sejam z, y, z € M. 

A propriedade 3) chama-se “desigualdade triangular”, pois exprime 
que cada lado de um triângulo não excede a soma dos outros dois. 

Um espaço métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma 
métrica d em M. 


Por comodidade, sempre que não houver perigo de confusão, nos re- 
feriremos ao “espaço métrico M”, deixando subentendida a métrica d. 


EXEMPLOS 


1. O exemplo mais importante de espaço métrico é, sem dúvida, o 
conjunto R dos números reais, munido da métrica d(x, y) = jr— y| = 
= valor absoluto da diferença z — y. Referirnos-emos ao espaço métrico 


R como “a reta real” ou simplesmente “a reta”. 


2. Em seguida à reta, vêm os espaços euclidianos numéricos R”. 
Para n = 1 temos R! = R = reta real R? é o plano (euelidiano real), 
isto é, o conjunto de todos os pares ordenados z = (z!, z3), y =(y,y),... 
de números reais, com a métrica definida por ` 


da, y) = VE- yE + Ee py. 
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De um modo geral, se n é um número inteiro positivo qualquer, R” é o pro- 
duto cartesiano de R por si mesmo n vêzes, isto é, é o conjunto de tôdas as 
múplas reais z = (z!,..., £”), y = (y},. .., Y”) etc., com a métrica: 


TPRI = Ê E-r 


Temos, naturalmente, de verificar que a função d acima definida sa- 
tisfaz às condições exigidas para uma métrica. É evidente que d(z, 2) = 0, 
d(z, y) >0 se zxy e que d(z,y) = d(y, z). Resta portanto verificar 
apenas a desigualdade. triangular. Sejam z = (£1, ..., 2°), v=(W,..., Y”) 
ez=(2!,...,2") três pontos arbitrários em R”. Temos de provar que: 


VÈ (r eP s VEe gy + vg), 


isto é, pondo x — y = aè e yf — ñ = b° (i = 1,..., n), que 


VEE EDF < var + VZOF. 


Elevando ambos os membros a0 quadrado, vemos que isto Saura a 
mostrar que 


2P + DO + 280 < Hof + BOF + 2 VIF- VIUF, 


o que é equivalente a 

Zav < VIES VIOŤ. 
Esta última desigualdade, por sua vez, é conseqüência da famosa desigual- 
dade de Cauchy: R 

(Zat)? < [Z(a?] - 207. 

A fim de demonstrar a desigualdade de Cauchy, observamos que: 
1) se Z(6)? = 0, então b = 0, i = 1,..., n; portanto, 
[Z a] = 0 = [Ea] (EG); 
2) se Z(6)? > 0, o trinômio do 2° grau em À: 
[Z0] RA 2 [2 a0] t Ea) = D(a t N) d 0 


para qualquer valor real de À. Logo, seu discriminante deve ser menor 
do que ou igual a zero, isto é, 


4[Zoib')? — 4 [Ea] Z] < 0, 
o que estabelece a desigualdade desejada. 
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é 3. Uma norma num espaço vetorial E, sôbre o corpo dos números 
| ; reais ou complexos, é uma função que associa a cada vetor z € E um nú- 
d mero real |z|, chamado a norma de z, de tal maneira que: 


a) |0|)=0e |z]>0sezxõ0; ` 
b) [à-z] = |A|- |z| seja qual fôr o escalar À; 
) jæz+yl <iz| + |y] quaisquer que sejam x, y E E. - 


Um espaço vetorial normado é um par formado por um espaço vetorial E 
e uma norma z— |z| em E. Por exemplo, a função |z| = vX(x)? é 
uma norma no espaço vetorial R”. (A verificação da propriedade |z + y| < 
< |z| + |yl, única não-trivial, está contida no exemplo acima.) Todo 
espaço vetorial normado E possui uma métrica natural, definida a partir 
da norma por € É 
dx, y) = |z — gy]. 


s 


Além das propriedades requeridas para uma métrica (as quais se verifi- 
cam fàcilmente a partir da definição de norma), a distância definida por 
uma norma satisfaz ainda a: d(z+z, y + z) = d(z, y) (é invariante por 
translações) e d(Az, Ay) = |A| -d(x, y). . 

A métrica definida em R” no exemplo anterior provém da norma. 
lz| = Z(x)?. Salvo menção explícita em contrário, consideraremos 
sempre o espaço R” como provido dessa norma e da métrica que dela se 
origina. 


=. 


Outras normas que poderíamos introduzir no espaço R” seriam, por 
exemplo: 


ele jæ} +... + Ie ou 
|z|” = máx. x], ..., ll}, 


as quais dariam origem às seguintes métricas no R”: 


d (z,y) = |z- y] +... j- y) e 
da, y) = máx. {|z! — ytl, |2 — yrl), 


2332332233323322 39923293292 
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onde z =. (x?,..., 2") e y = (y},..., Y”). 


4. Todo subconjunto X de um espaço métrico M possui uma estru- 
tura natural de espaço métrico. Basta definir a distância entre dois pon- 
tos z, y & X como a mesma distância entre êles considerados como pontos 
de M. A métrica assim definida em X chama-se a métrica induzida em X 
pela métrica de M e o espaço métrico X assim obtido chama-se um subespaço 
de M. Esta simples observação dá origem a uma grande variedade de exem- 
plos de espaços métricos. Basta, por exemplo, considerar os subconjuntos 
do espaço euclidiano R”. ' 
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5. Seja M um conjunto qualquer. Podemos definir em M uma mé- 
trica d pondo d(z,z) = 0 e d(z, y) = 1 se z = y. Isto mostra que qual- 
quer conjunto pode tornar-se um espaço métrico. O espáço dêste modo 
obtido é bastante trivial, sendo utilizado apenas em contra-exemplos. 


§ 3. Mais Definições e Exemplos a 

Num espaço métrico M, além da distância entre dois pontos z, y E M, 
podemos também definir a distância de um ponto z E M a um im subconjunto 
não-vazio A C M pela expressão 


d(x, A) = inf. (dz, a) ; a E 4). 


Assim, a distância d(z, A) do ponto z ao conjunto À é o único número 
real m tal que: 


i) para todo a € A, m < d(z;0), 
ii) dado e > O qualquer, existe a E 4 tal que d(z, ay < m + €. 

Um número real m satisfaz a 1) se, e sòmente se, m < d(x, A); a condi- . 
ção ii) equivale a m > d(z, 4). 

Note-se que se z € Á então d(z, A) = 0, mas a recíproca é falsa. Na 
reta, por exemplo, seja 4 = (1,2) o intervalo aberto de extremos 1 e 2. 
Tem-se d(1, å) = 0, d(2,4) = 0, sem que 1 E 4 nem 2€ 4. Em geral, 
d(x, A) = O significa que dado e > 0 arbitrário, existe a€ 4 tal que 


d(x, a) < e ou seja: “existem pontos de Á arbitririamente próximos do 
ponto g”. 


=) Proposição 1 — Seja A um subconjunto não-vazio de um espaço mé- 
trico M. Quaisquer que sejam x, y E M tem-se 


td(x, A) —: dlu, A)| < dle, 9). 


Demonstração: A desigualdade proposta equivale a — d(z, y) < 
< d(z, A)— d(y, A) < d(z, y), ou seja, ao par de desigualdades d(z, A) < 
< dle, y) + dly, A) e dy, A) < diy, 2) + d(z, 4). Como x e y são arbi- 
trários, basta demonstrar a primeira destas. Ora, para todo e > 0, existe 
acA tal que d(ya)< dy, A) +e Por outro lado, em virtude da 
desigualdade triangular, temos d(z,a) < d(x, y) + d(y, a): Segue-se que —-- 
d(z, a) < d(x, y) + d(y, 4) + e. Isto mostra que d(z, A) < d(x, y) + 
+ d(y, 4), como devíamos demonstrar. 


Cororário — Quaisquer que sejam z, y, z E M, tem-se |d(x,2) — 
— d(y, 2) | < d(x, y). Ou seja: um lado de um triângulo é sempre maior 
do que ou igual à diferença dos outros dois. 
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Dados os subconjuntos não-vazios 4, B do espaço métrico M, defi- 
ne-se a distância entre êles por 


dA, B) = inf. {d(a, b); a€ A, DE BL. 


Tem-se d(A, B) = d(B, 4), dA, A) = 0, mas os outros axiomas para 
uma métrica não são satisfeitos. (Para uma métrica definida entre certos 
subconjuntos de um espaço métrico, ver Exerc. 13.) Por exemplo, no plano 
R?, sejam A = {@r,0); r E R} o eixo dos z e B = {(z; 1/x); z > 0} 
um ramo de hipérbole. Então 4 = B (mais do que isso: A N B = Ø) 
mas d(4, B) = 0, pois se a = (z, 0) e b = (z, 1/x), d(a, b) = 1/z pode 
tornar-se tão pequena quanto se deseje, desde que se tome x grande. 


—s Uma aplicação f : M — N, de um espaço métrico M num espaço mé- 


trico N, chama-se uma imersão isométrica quando 


dC(e), Ju) = d(e, y), 


«quaisquer que sejam z, y Œ M. Se, além disso, f é uma aplicação de M 
sôbre N, então diz-se que f é uma isometria de M sôbre N, ou uma isometria 
entre M e N. 

Uma imersão isométrica f : M — N é sempre biunívoca pois se J(x) = 
= J(u), então O = d(f(a), j(y)) = d(z,3) e, portanto, s =y. a pirus. 

Seja X um conjunto qualquer e f: X —> M uma aplicação þiunivoca ` 
de X num espaço métrico M. Dados x, y EX, ponhamos d(x, y) = 
= Kila), f(y)). Isto define uma métrica em X, relativamente à qual f 
é uma imersão isométrica. Esta chama-se a métrica induzida em X pela 


` aplicação f. Como caso particular, a métrica de um subespaço X C M 


é induzida pela aplicação de inclusão i: X — M (ix) =, para todo 
xE xX). 

As isometrias são os isomorfismos da estrutura de espaço métrico. 
Dois espaços métricos isométricos são indistinguíveis sob o ponto de vista 
de propriedades que digam respeito a distâncias. 


EXEMPLOS 


6. Seja C o conjunto dos números complexos z = x + iy. Relati, 
vamente às operações z +z’ = (x + z) + ily +y) e N-z = Ar + iy) 
«A real) C é um espaço vetorial normado sôbre os reais, a norma do 
número complexo z = z + iy, sendo |z| = vz? + y?. A “aplicação 
J :C— R?, definida por j(x + iy) = (x,y) é uma isometria de C sôbre R?. 
Sempre que fôr conveniente, identificaremos o conjunto C dos números 
complexos com o plano R? através da aplicação f. C possui uma multipli- 
cação zz = (x -+ iy) (x' + iy’) = (zx' — yy’) +-ilzy' + yx’). com as pro- 
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priedades naturais 2(22/) = (22)2”, 2 + z”) = zz + zz”, zz! = 72, é 
cada z = 0 em € possui um inverso 2! com zz!=1=1 +50. É para 
fazer uso dessa multiplicação tão cômoda que se passa, às vêzes, de R? para 
C. Lembramos também a notação de Euler, e°, para indicar o número 
complexo cos 8 + i sen ĝ, ou seja, o ponto (cos 8, sen 6) do plano. 

7. Seja E um espaço vetorial normado. Para cada a € E, a transla- 
ção Ta: E > E, definida por T;(x) = z + a, é uma isometria. 

8. Seja u € C um número complexo de módulo 1, isto é, u=% + iy, 
com |u] =vz!+y'=1. A aplicação f : C — C, definida porj(z) = u - z 
(multiplicação de números complexos) é uma isometria de C sôbre si mesmo.. 
Com efeito, para quaisquer elementos z, z € C tem-se: 


l) -IOl=lu-w- u-z|=ļu: w- 3| = lul- lz- zl = jw— zj. 


Geomètricamente, f é a rotação do plano C em tôrno da origem, cujo ângulo 
é 0, onde u = e? e 0 <9 < 2r. 


n M um espaço métrico, r > O um número real e a um ponto de M. 


A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) de todos os pontos: 
de M cuja distância ao ponto a é inferior a r: 


B(a;n) = {x E M; d(z, a) < r}. 


A bola fechada (ou disco) de centro a e raio r é o conjunto D(a; r) dos. 
pontos de M cuja distância ao ponto a é inferior ou igual a r: 
D(a;r) = lx E M; dlg, a) < 7}. 
Assim, a bola fechada D(a;r) é formada pela bola aberta B(a;r) e 
mais os pontos z Æ M cuja distância ao ponto a é exatamente igual a r. 
Êstes últimos pontos formam um conjunto S(a; r), chamado a esfera de 


centro a e raio r: É 
í S(a;r) = {z E M; dlg, a) = 7}. 


Por exemplo, na reta R, a bola aberta B(a; r} é o intervalo aberto (a — r, 
a + r), à bola fechada de centro a e raio r é o intervalo fechado D(a; r) = 
= [a — r,a + r} e a esfera de centro a e raio r reduz-se a um par de pontos. 
S(a;r) = (a—r, a+r}. “Os nomes “bola”, “disco” e “esfera” são, 
naturalmente, motivados pelo espaço euclidiano mas convém observar 
que, em certos espaços métricos, pode-se ter, por exemplo, S(a;r) = Ø, 
ou seja, B(a;r) = D(a;r): basta considerar um subespaço de R” formado 
por pontos que estejam todos a uma distância menor do que r do. ponto a; 
em tal subespaço, a esfera S(a;r) é vazia. 


No espaço métrico do Ex. 5, qualquer bola aberta de raio < 1 consiste 
de um ponto apenas: seu centro. Êste mesmo fenômeno ocorre também no 
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conjunto Z dos números inteiros relativos, com a métrica induzida pela 
reta R. Tanto o subespaço Z C R como o espaço métrico do Ex. 5 são 

ár métricos discretos, de acôrdo com a definição que daremos agora. 

Um ponto a de um espaço métrico M diz-se um ponto isolado em M 
quando existe uma bola aberta de centro a (e raio r > 0) que consiste úni- 
camente do ponto a:B(a; 1) = (a) para um certo r > 0. Um espaço 
métrico M chama-se discreto quando todos os seus pontos são isolados. 


EXEMPLO 


9. Num espaço vetorial normado E = (0) (em particular, no R”) ne- 
nhum ponto a E E é isolado. Com efeito, seja qual fôr r > 0, basta tomar 
X per 
2|z| 
pertence à bola aberta B(a;r), pois |b— a| = r/2 <r. Como vimos 
acima, no espaço M do Ex. 5 e no conjunto Z dos números inteiros, tôda 
bola aberta de raio 1 contém apenas o seu centro. Por outro lado, seja P 
o conjunto dos números da forma 1/n, com n inteiro > 0: P = {1, 1/2, 
1/3,...). Para cada 1/n € P, a bola aberta B(1/n; 1/n(n + 1)), de centro 
1/n e de raio 1/n(n + 1) em P, contém apenas o seu centro 1/n, pois de todos 
os elementos de P (com exceção do próprio 1/n) o mais próximo de 1/n 
é 1/(n + 1), cuja distância a 1/n é igual a 1/n(n + 1). Portanto, todos os 
pontos de P são isolados e assim P é um espaço métrico discreto. Se con- 
siderarmos, porém, o espaço P* = PU (0), ainda com a métrica induzida 
da reta, P* não será discreto, pois o ponto O não é isolado em P*. Com 
efeito, dado r > O arbitrário, existe um número natural n > 1/r e então 
1/n < r, donde 1/n pertence à bola de centro O e raio r em P*. 


z = O qualquer em E e observar que b=a + é diferente de a e 


4 
Proposição 2 — Dados dois pontos distintos a, b num espaço métrico M, 
existem em M duas bolas abertas disjuntas com centros em a e b, respectiva- 
mente. * 


= ja aiat) 
D . ita d(a, b) 
emonstração: Seja r um número real tal que O < r < DES RR S 
existisse um ponto r € M tal que zE B(a;r) e z E B(b;r), teríamos 
d(z, a) <r, d(x,b) < r e, por conseguinte: d(a, b) < d(z, a) + d(z, b) < 2r, 
ou seja, r > d(a, b)/2, uma contradição. Logo, B(a;r) N B(b;r) = Ø. 


O 
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OpservAção — É claro que a proposição acima também vale se dis- 

sermos “bolas fechadas” em vez de “bolas abertas” pois tôda bola aberta 
B(a;r) contém, por exemplo, a bola fechada D(a; 1/2). 
- Um subconjunto X de um espaço métrico diz-se limitado quando existe 
um número real r > O tal que d(z,y) < r quaisquer que sejam z, y € X. 
O menor dêsses números r chama-se o diâmetro do conjunto X e represen- 
ta-se pelo símbolo (X). Assim: = 

Diâmetro de X = d(X) = sup. {d(z, y); z, y E X}, se X não é vazi 
eXS) = 0. ` 


EXEMPLOS 


10. O diâmetro de um conjunto reduzido a um ponto é zero. Todo 
conjunto finito (x1,..., Zm} é limitado e seu diâmetro é o maior dos núme- 
ros d(x; x), 4j=1,...,m. Em qualquer espaço métrico uma bola fe- 
chada D(a;r) é um conjunto limitado e seu diâmetro é < 2r. Com efeito, 
se x,y E D(a;r), então diz y) < d(z, a) + d(a, y) < r+r= 2r. Pode 
se dar o caso de ser ô(D(a; r)) < 2r. Por exemplo, no intervalo [0, 1], con- 
siderado como bubespaço da reta, a bola fechada de centro O e raio 1 coin- 
cide com o espaço todo e portanto seu diâmetro é 1, e não 2. Como, evi- 
dentemente, 4 C B (A e B limitados) implica d(A) < '9(B), tem-se também 


. (B(a;r)) < 2r e SS(a; r)) < 2r em qualquer espaço métrico. 


11. Um conjunto X é limitado se, e sômente se, está contido num” 


bola. Com efeito, se X é limitado, então, fixado x) E X arbitrâriamente, 
temos d(x, xo) < XX) para todo zr E X, donde X está contido na bola fe- 
chada de centro x, e raio d(X). (Se X = Ø, então X está contido em qual- 
quer bola.) Reciprocamente, se X está contido numa bola, então X é limi- 
tado porque a bola é. 


12. Num espaço vetorial normado E = (0), o diâmetro de uma bola 
fechada de raio r é igual a 2r. Basta verificar êste fato para a bola D = 
= D(0;r) de centro na origem, pois a translação z — x + a é uma isometria 
que transforma a bola fechada D = D(0;r) na bola fechada D(a;r). Ora, 
se x é qualquer vetor * O em E, então y = rz/lz| e — y têm ambos norma r, 
donde pertencem a D. Mas |y—(—y| = |2y] = 2r. Logo, ôD) = 2r 
(levando em conta o Ex. 10). Note-se que êste argumento provou também 
que a esfera S(0;r) — e portanto qualquer esfera de raio r em E — tem 
diâmetro 2r. Também as bolas abertas de raio r em E têm diâmetro 2r. 
Verificação para B = B(0;r): dado qualquer a com O < a < 2r, tomemos 
a 


2 < ra <reum vetor z <0 em E. Então y = rozj|z| e — y têm 


To com 
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norma ro. Logo, y —y E B. Mas |y—(—y)| = 2ro > 1. Assim, ô(B) > a, 
o que mostra ser d(B) = 2r. 


=» Observe-se que, apesar dos resultados acima, as bolas e esferas num 
espaço vetorial normado podem assumir aspectos inesperados. As figu- 
ras abaixo mostram as formas do disco de centro O e raio 1 no plano R? re- 
lativamente a 3 normas diferentes. 


RR móx.ixl ly 1 
xl+lyl= 


7 
Ig] = Les y e) =Ixl4 Hx)! =máx.flxiby) 


As “esferas” S(0; 1) são respectivamente um círculo, um quadrado de 
diagonais contidas nos eixos e um quadrado de lados paralelos aos eixos 


13. Num espaço vetorial normado, nenhum subespaço vetorial = {0} 
é limitado. Com efeito, se v = 0, então to/jv| tem norma |t]. 


14. Uma aplicação f : X —» M de um conjunto X num espaço métrico 
M chama-se limitada quando J(X) é um subconjunto limitado de M. Em 
particular, se M possui uma métrica limitada (isto é, (M)< œ), então 
tôda aplicação f : X —> M é limitada. 


Indicaremos com B(X; M) o conjunto das aplicações limitadas de X 
em M. Introduziremos em B(X; M) uma métrica, definindo a distância 
entre duas aplicações limitadas f, g : X —> M como: 


d(f, g) = sup. (d(j(x), g(2)); £ E X}. 


Observamos, inicialmente, que d(f,g) < œ. Com efeito, fizemos um 


ponto arbitrário zo E X. Como f(X) e g(X) são subconjuntos limitados 
de M, existem números reais 4 >0e B >O tais que d(f(z), J(x)) < A e 
dg(z), g(xo)) < B para todo x E X. Seja d(j(zo), g(xo) = C. Então, qual- 
_ quer que seja z E X, temos d(J(x), g(x)) < d(J(2), Hx) + UFE), g(x0) + 


+ d(g(xo), 9(7)) em virtude da desigualdade triangular. Segue-se que 


dia), Ao) <A +B +C para todo z E X. 

Em consegiiência, d(f, 9) = sup. (d(j(x), (0); £ E X} < A +B +0, o que 
prova ser d(f, 9) um número real bem definido. Os postulados exigidos para 
uma métrica: são fàcilmente verificados. Por exemplo, se fg, então 


existe pelo menos um ponto zo € X tal que J(zo) = g(zo) e, portanto, 
a(z), g(xo) > 0. Logo, d(f, g) > 0. 


liso 
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Se E fôr um espaço vetorial normado, o conjunto B(X; E) possui uma 
estrutura natural de espaço vetorial: (f + g) (2) = Jæ) + g2) e A) (2) = 
= À - f(z). (É fácil ver que se f e g são limitadas, então f + g e Af também 
são.) A métrica acima definida em B(X; E) provém da norma 

Ij] = sup. {J@)l; z E X}, 
que faz de V(X; E) um espaço vetorial normado. Escreveremos então 
|J — g| em vez de d(f, 9). 
Casos particulares importantes são B(X; R), o espaço das funções 
reais limitadas definidas em X e B(I; R) espaço das funções reais limitadas 
| definidas num intervalo Z = [a,b) da 
) reta. Neste último caso, d(f,9) pode 
| ser visualizada como o sup. das cordas 
FF | verticais que ligam o gráfico de f ao 
gráfico de g. (Vide figura à esquerda.) 

Dada f E B(X; M), a bola fechada 
D(f; r) de centro f e raio r > O consiste 
de tôdas as aplicações g :X— M tais 
que d(j(x), g(x) <r para qualquer 
zE X. No caso B(X; R), de fun- 
ções reais, essa bola é formada 


pelas funções g:X —R tais que =” a far 
f i 
| 


Ho) — r <gl) < fa) +r, qual- 
quer que seja tE X. Se X = 
= [a,b] é um intervalo da reta, a 
bola fechada D($;7) é o conjunto 
de tôdas as funções cujos gráficos 
estão contidos na “faixa” de raio r cuja linha central é o gráfico de jf. 
(Vide figura à direita). 


a(ng)<r 


15. Como suplemento do exemplo anterior, podemos considerar o 
conjunto Y(X; M) de tódas as aplicações de um conjunto arbitrário X no 
espaço métrico M. Dadas duas aplicações quaisquer f, g : X -> M, o con- 
junto de números reais (d(J(x), g(x)); z E X} é, em geral, ilimitado supe- 
riormente, isto é, tem sup. igual a + o. Assim, a definição anterior, que 
torãouú B(X; M) um espaço métrico, não pode ser estendida a W(X; M). 
Mas podemos exprimir (X; M) como uma reunião de espaços métricos 
disjuntos (um dos quais é B(X; M)) do seguinte modo: 

Dada f:X — M qualquer, diremos que uma aplicação g : X —> M está 
a uma distância finita de f, e esereveremos d(f,9) < œ, quando 


sup. (dl(x), gE); TE X} < +o. 
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A relação d(f,9) < œ é uma equivalência em (X; M). Indicaremos 
com B(X; M) a classe de equivalência da aplicação f; BXX; M) é o con- 
junto de tôdas as aplicações g : X — M situadas a uma distância finita de f. 
Em cada W(X; M), dg, h) = sup. 
td(g(a), lx); x E X} é uma mé- 
trica. O espaço B(X; M) das apli- 
cações limitadas de X em M éa 
classe de equivalência B(X; M) 
de qualquer aplicação constante 
X>cEM. Quando M = E = 
= espaço vetorial normado, B(X; E) = H(X; E) é, como vimos, um 
subespaço do espaço vetorial (sem norma) XX; E) mas, se J:X>E 
fôr uma aplicação ilimitada, P(X; E) não é um espaço vetorial. De qual- 
quer modo, V(X; E) = B(X; E) + f é a “variedade afim” obtida trans- 
ladando-se o subespaço Y(X; E) por meio de f. 


16. Como aplicação das considerações acima, mostraremos que todo 
espaço métrico M pode ser isomêtricamente imerso num espaço de fun- 
ções reais. Com efeito, consideremos a métrica d:M X M —R. Para 
cada z E M, temos a aplicação parcial d, : M — R, definida por di(y) = 
= d(x,y) A correspondência z— d, define uma aplicação p:M — 
— (M, R), de M no espaço das funções reais em M: q (x) = d = fun- 
ção distância de um ponto variável de M ao ponto zx. 

Notemos, em primeiro lugar, que para quaisquer z, z’, y E M, temos 
ldtx, y) — d(x", 9)| < d(z, 2º) e, portanto, sup. (| di(y) — d(y)|; y E M} < 
< dx,2) < +. Isto significa que duas funções d,, dz’, para quaisquer 
2,2 EM, estão sempre a uma distância finita uma da outra. Assim, 
existe f : M — R tal que (M) C BM; R). (Basta pôr f = dz, para algum 
zEM) 

Provaremos, agora, que ld. — d; | = d(z, x), isto é, que a aplicação 
p:M— M, R) é uma imersão isométrica. Ora, acabamos de ver que 
dz — d!| = sup. Lldly) — E (W|;y E M} < dx,x). Mas é claro que 
|d) — d’ (x)| = d(z, x); logo |d; — d;'| = d(x, 2). 


17. Se X = (1,2,...,n) é o conjunto dos números inteiros de 1 
até n, então tôda aplicação f:X— M é limitada e, escrevendo j(1) = 
= Ty.. f(n) = £n ] identifica-se à n-upla x = (x1,...,%n) de elementos 
de M. Portanto, neste caso, B(X; M) = M X...X M (produto cartesiano 
de n fatôres iguais a M). A métrica acima introduzida em B(X; M) per- 
mite então considerar o produto cartesiano M” = M X...X M como um 
espaço métrico, onde a distância entre duas n-uplas £ = (£n..., n) e 
Y = (yy..., Yn) é dada por d(z, y) = máx. {d(£1, Y1),- - -, dEn Yn)). Como 
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vemos, isto generaliza uma das métricas que introduzimos anteriormente 
no espaço Rº = RX...X R. Mas geralmente, o produto cartesiano 
M = M: X...X Mna de n espaços métricos M1,..., M, pode ser munido 
de métrica análoga: 


d(x, y) = máx. (d(zy Y1) - -+ Mm Un), 


onde z = (z1... £n) € y = (Yis. - -s Ya) 2u Yı E Mi. -> En Yn E Ma É 
claro que podemos também considerar no produto cartesiano M, X... X 
X M, as distâncias 


d(z, y) = dEn V1) +... dim Um) é dlt, Y) = Valan o +... dim Yo), 


que generalizam métricas semelhantes no espaço euclidiano R” mas não 
possuem correspondente em V(X; M), com X e M arbitrários. 


Veremos, no Cap. II, que estas 3 métricas no produto cartesiano 
Mi X...X Mn são equivalentes para os propósitos da Topologia: uma 
aplicação definida nesse espaço (ou nêle tomando valôres) é contínua em 
relação a uma das três se, e sômente se, é contínua relativamente a qualquer 
das outras duas, 


§ 4. Pseudométrica 


Uma pseudométrica num conjunto M é uma função real d : M X M —> R 
tal que d(z, y) = dy, x) 2 0, d(x, z) = 0 e d(x, 2) < d(z,y) + d(x,2) para 
quaisquer z, y, z € M. Uma pseudométrica é uma métrica se, e, sômente 
se, d(x, y) > O sempre que t = y. 

Um espaço pseudométrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d' 
é uma pseudométrica em M. 


Seja f : X — M uma aplicação de um conjunto X num espaço pseudo- 
métrico M. Para z, y€ X, ponhamos plz, y) = d(f(z), J(y)). Isto define 
uma pseudométrica p em X. Quando M fôr um espaço métrico, p será 
uma métrica se, e sômente se, f fôr biunívoca. Neste caso, f será uma imer- 
são isométrica de (X, p) em M. De qualquer maneira, a pseudométrica p 
diz-se induzida em X pela aplicação f (ou pela pseudométrica de M, através 
de f). 

Todo espaço pseudométrico M dá origem a um espaço métrico, obtido 
de M mediante “identificação de pontos situados a distância nula um do 
outro”. Em têrmos precisos, o processo é o seguinte: Dados v, y E M, 
escrevamds «Ry para exprimir que d(z,y) = O. Verifica-se sem dificul- 
dade que zRy é uma relação de equivalência em M. Seja N = MJR o 
espaço quociente correspondente. Os elementos de N são, portanto, os 
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subconjuntos Az CM,zE M, onde A, = {y E M, d(y, z) = 0}. Defina- 
mos em N uma métrica d' pondo d'(A., A,) = d(z, y). É fácil ver que se 
aRx' e yRy' então d(z, y) = d(x”, y’) (use a desigualdade triangular). Logo, 
d’ é bem definida e os axiomas que caracterizam as métricas são verifica- 
dos sem dificuldade. (Em particular, d(A., Áy) = O significa zRy e por- 
tanto 4, = 4) 


EXEMPLOS 


18. Seja M o conjunto das funções reais integráveis definidas no in- 
tervalo [a, bl. Dadas f, g E M, ponhamos 


b 
ad= f WO- ato] de 


- Então, d, é uma pseudométrica em M, mas não uma métrica. Por exemplo, 
se f difere de g apenas em um número finito de pontos, então f — g é zero 
salvo, nesses pontos, e portanto dı(f, 9) = 0. De acôrdo com o procedimen- 
to geral acima descrito, passamos da pseudométrica dı para uma métrica pı 
mediante o preço de lidar com classes de equivalência de funções, em vez de 
funções: f e g são equivalentes quando f |f — g| = 0. Note-se que M é 
um espaço vetorial e que, pondo-se |f|ı = d(f, 0) tem-se, para f, g € M: 
1,20, Ah = IMIflo H +øl, < fly +lol, Estas propriedades 
caracterizam uma seminorma em um espaço vetorial. Assim, dı é..uma 
pseudométrica induzida por uma seminorma: di(f,9) = |j — gl, 


19. De um modo geral, os exemplos mais freqüentes de pseudomé- 
tricas são originados por seminormas. Uma seminorma bastante popular 
em Análise Funcional é a seguinte: no espaço M, eujos elementos são as 
funções reais f : R — R infinitamente deriváveis, fixamos os inteiros n, k > O 
e definimos, para cada f E M, 


Dai = sup. (WD O. SO D;-n<z<n), 
onde J’, j”,..., J® indicam as derivadas sucessivas de f. 


§ 5. Exercícios 


1. Sejad:M X M —R uma função real tal que d(z, z) = 0, d(z, y) = 0 sè z * y 


e d(z,2) < d(z,y) + d(z,y). Então, d é uma métrica: 


2. Se d é uma métrica em M, então di(z,y) = min. (1, d(z, y)), da(z, y) = 
= diz, w/(l + d(z, y)) e da(z,y) = Vd(z, y) também são métricas em M. 


i 


| 


et 
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3. Seja E um espaço vetorial e d uma métrica em E tal que d(z + z, y + 2) = d(z, y) 
e d(Àz, Ay) = |Ajd(z, y) para quaisquer z, y,2z €E e À escalar. Então, existe uma 
norma || em Æ tal que d(z, y) = |z — y|. 


OEE ETEEN 


4. Para z a (z',..., z”) e y = (y},..., y”) em R”, seja 


diz, y) = mz — y'| + alz? — y?l +... + anlez” — ql, 
onde q1,..., Gn são constantes > 0. Então, d é uma métrica em R”, proveniente de 
ij uma norma. 


5. Um produto interno num espaço vetorial real E é uma aplicação E X E >R, 
indicada com (x,y) >» < z, 4y >, que goza das seguintes propriedades: 


i) <z, y> = <y t>. 

i) <Ar, y > =À <z, y> = <7, y>. Ê 
| di) <T -+y z> = <r, 2> + <y, z>, <m, y +2z> = <z, y> + <x,2>. 
iv) <z,2> > 0, <z,z> = 0 sòmente quando z = 


Para z = (z!,..., z”) e y = (y!,..., y") em R”, seja <z,y> = Bxiy'. Isto define um 
produto interno em R”. Um produto interno num espaço E gera uma norma mediante 
a definição |z| = V<z,z>. (Para verificar que |z +y] < |z] + iyl, demonstre a 
desigualdade de Cauchy-Schwarz |<z,y>| < |z|-|y| por meio de raciocínio análogo 
ao usado no texto para estabelecer a desigualdade de Cauchy.) Uma norma proveniente 
de um produto interno satisfaz à identidade |z -+ y]? + |z — y}? = 2x? + Įyl?). 
Das três normas consideradas no texto para o espaço R”, apenas uma delas provém de 
um produto interno. 


6.) Dar exemplo de 3 subconjuntos 4, B, C da reta, tais que d(4, 0) > d(A, BJ + 
+ dB, C). 


7. Qual é o número máximo de pontos que pode ter um subespaço X C R? para 
que R? nêle induza a métrica do Ex. 5? Generalize para R”, 

8. Sejam an..., an E R” vetores unitários, dois a dois, ortogonais. [Isto é, se 
a; =(al,.., a"), então <a, q> = Eja; aĵ = 1 e, para ij <a, aj> = 
=Lratak=0) A aplicação T :R”— R", definida por T(z),.. a) =y}... y”) 
onde yf = E; aj 2), é uma isometria de R” sôbre si mesmo. Segue-se que, se b € R” é um 
vetor fixo qualquer, a aplicação z -> T(z) + b também é uma isometria de R”. Recipro- 
camente, tôda isometria f : R” — R” é da forma f(z) = T(z) + b, onde T é 0 tipo acima, 


9. Para todo inteiro p > 0, |z|p = [2 Jri |p] é uma norma em R”, 
é 


Seja Dp o disco de raio 1 e centro na origem do plano R? munido da norma | lp. 
- o 


Mostre que DC D.C... e que Y Dp=D é o disco unitário relativo à norma 
p> 
máx. (|x!|,|x2|), a qual pode então ser indicada com |z] „. 


10. Sejam 4 e B subconjuntos limitados de um espaço métrico M. 
Então, X4A U B) < &{A) + XB) + d(A, B). Logo, a reunião de um número finito 
de conjuntos limitados é limitada. 
1. Na métrica definida em M, X... X My por d(x, y) = máx. {d(z1, vi)...» Mm Un) 
£ = (tis. - -3 Zn) ey = (Yi, - - -s Yn) à bola aberta (resp. fechada) de centro z e raio r é o 
produto cartesiano das bolas abertas (resp. fechadas) de centro z; e raio 7 (i = 1, 3,- .., n)- 
e 
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12. Sejam X e Y subconjuntos limitados de um espaço métrico M. 

Seja a(X, Y) = sup. {d(r, y); z E X, y E Y}. Então a(X, Y) < +œ e, para qual- 
quer z € M, tem-se |d(z, X) — d(z, Y)| < a(X, Y). 

13. Seja M um espaço métrico. Indiquemos com (M) o conjunto de tôdas as 
partes X C M que gozam das seguintes propriedades: _ 

i) X é limitado. 

ii) Se d(x, X) = 0, então z E X. 


Para X, Y E (M), seja p(X, Y) o maior dos dois números seguintes: 
sup. {d(z, Y); z E X} ou sup. {dly, X); y E Y}. 


Então p é uma métrica em (M), chamada a métrica de Hausdorjj. Para X C M qual- 

quer e r > 0, seja U(X;r)= U B(z,r) = reunião de tôdas as bolas abertas de raio r 
zEx 

e centro num ponto de X. ` Então, se X, Y € FM), mostre que p(X, Y) <r implica 

X CU(Y;r)e PC U(X;r. Por sua vez, estas duas inclusões implicam p(X, Y) <r. 


14. Seja 3 a aplicação que associa a cada parte X C M de um espaço métrico M a 
função real dy :M — R, definida por dx(z) = d(z, X), z E M. (Ou seja, dx é a função 
distância de um ponto variável de M ao conjunto fixo X.) Se nos restringirmos a 
considerar dy apenas para os X E (M) (vide Exere. 13) obteremos uma aplicação 
A FM) > FM; R), de F(M) no conjunto (M; R) das funções reais no espaço métrico 
M. Temos então: 


a) Para quaisquer X, Y E (M), as funções dx e dy estão a uma distância finita 
em (M, R). (Usar o Exerc. 12.) 
A 


b) A aplicação d : X —» dx é uma imersão isométrica de FM) no espaço de funções 
M; R). 


15. Seja S” = {z E RM; |z| = 1} a esfera unitária n-dimensional, com a métrica 
lz — yl, induzida de R™!, Para cada x = (xl,...,a?tl) E S”, tem-se também —z = 
=(—al,..., ati) E 8”, Seja P?” o conjunto quociente de S” pela relação de equiva- 
lência que identifica z com — z; os elementos de P” são os pares não-ordenados 
p= {r, — 1}, v Æ S”. Indiquemos com w:S”—P” a aplicação quociente: 7(x) = 
={z, — z} = t(— zx). Em P”, ponhamos d(p, q) = mín.; {|z — yl; |z +y]}, se p = {z, — a) 
e q = ty —y}. Isto torna P” um espaço métrico, chamado o espaço projetivo (real) n-di- 
mensional. Tem-se d(m(x), n(y)) S |z — y]. Seja X CS” um subconjunto tal que 
ô(X)< v2 , isto é, sex, y € X então |z- y |< va. Então, T|X é uma imersão iso- 


éti de X P 
métrica de X em Suge RT 


Seja E um espaço vetorial normado. Então, |]zļ—l|yļ] < |x-— yl. 
17. Seja AC MXM a diagonal: A = ((x,7);z E M}, onde M é um espaço 
métrico. Considere em M X M a métrica d(z, y) = máx. (d(z,, y1), d(xo, va). Mostre 
que da, A) = 0 se, e sômente se, z € À. 


Ca) Todo espaço métrico finito é discreto. 


Funções Contínuas 


Capítulo TI 


$1. Introdução 


Na categoria matemática cujos objetos são os espaços métricos, as 
aplicações admissíveis, ou “morfismos”, são as imersões isométricas, en- 
quanto as equivalências, ou “isomorfismos”, são as isometrias. Para nós, 
entretanto, a métrica em si não tem tanta importância como tem o fato 
de que ela nos permite definir funções contínuas e tratar os espaços métri- 
cos como espaços topológicos. Assim sendo, as aplicações aqui estudadas 
serão as contínuas e as equivalências serão os homeomorfismos. Neste 
Capítulo, introduziremos estas duas noções, das quais daremos vários 
exemplos, e estudaremos a noção “equivalência” entre duas métricas no 


mesmo espaço, significando que elas originam as mesmas funções con- 
tínuas. 


§ 2. O Conceito de Função Contínua 


Derinição — Sejam f : M —N uma aplicação de um espaço métrico 
M num espaço métrico N e a um ponto de M. Diz-se que f é contínua 
no ponto a quando, dado arbitririamente um número e > 0, fôr sempre 
possível determinar ô > 0 tal que d(z, a) < ò implique d(J(x), H(a)) < e. 


Diremos, simplesmente, que f:M —>N é contínua se f fôr contínua 
em todos os pontos de M. 


i No importante caso particular em que f é uma função real de uma va~ 
riável real (definida, digamos, num intervalo da reta), a continuidade de f 
no ponto a traduz-se, de acôrdo com a definição acima, em: dado e > 0, 
existe ò > 0 tal que a — ô < z < a + ô implica f(a) — e < f(z) < j(a) + e. 
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| A definição geral equivale a dizer que, para cada bola aberta B(J(a); e) 
existe uma bola aberta B(a; ô) tal que H(B(a; 6)) C B(J(a); ©). 


M N 


OsservaçãÃo — Na definição anterior, bem como em todo o resto 
do livro, usamos o mesmo símbolo d para representar várias métricas dife- 


rentes, salvo quando achamos que isto poderia causar confusão (como i 


por exemplo, se temos' duas métricas distintas no mesmo conjunto). 


EXEMPLO 


l. Seja f:M— N uma contração fraca do espaço métrico M no es- 
pago métrico N: isto significa que d(f(x), f(y) < dz, y)) para. quaisquer 
xz,y E M. Então, f é contínua. Com efeito, seja a E M um ponto arbi- 
trário de M. Dado e>0, basta tomar ô = e. Então, d(x, a) < ô im- 
plica d(f(x),J(a)) < d(x, a) < e e, portanto, f é contínua no ponto a. Em 
conseqüência dêste fato, as seguintes aplicações são contínuas: 

a) As aplicações constantes f : M —> N, com f(z)=c EN para todo 
zE M. é i 7 

b) As imersões isométricas. Em particular: as isometrias, as inclu- 
sões 1 X—M, onde X é um subespaço de M (e i(x) = x para todo 
x € X) e as imersões jz :N >rt XNCMXN, com j:(y) = (z, y). 

c) As funções reais da: M — R, definidas por d4(z) = d(x, 4), onde A 
é um subconjunto do espaço métrico M. (Vide Prop. 1, Cap. I.) Em par- 
ticular, cada função da : M —> R, a E M, com da(z) = d(z, a). 

d) As projeções pı: MıX...X Mn —>M;(1 <i <n) de um produto 
“cartesiano de espaços métricos em um dos seus fatôres. A i-ésima proje- 
ção é definida por p:(£n...-, Zn) = zi. (Aqui não faz diferença qual a mé- 
trica que se toma no produto cartesiano, entre as consideradas no Cap. I.) 

e) A aplicação canônica m :S” -—» P”, da esfera unitária n-dimensio- 
nal sôbre o espaço projetivo P”. (Vide Exerc. 15, Cap. I.) 


J) A métrica d: M X M — R, de um espaço métrico M, é uma contra- 
são fraca do espaço métrico M X M no espaço métrico R, desde que tome- 


il 38 FUNÇÕES CONTÍNUAS Cap. 11 


mos em M X M a métrica segundo a qual a distância entre os pontos 
(Eu T2) € (Yı, Y2) é dada por d(z1, V1) + d(xa, Y2). Com efeito: 


ld(z, z2) — d(yr y2)| = {d(T £2) dyn 22) + dlyy, 22) — dlyy yo)] < 
< jd, za) — dy, 29)| + dt, to) — dyrn y2)] < da, Y1) + d(za, Y2), 


onde a primeira desigualdade decorre da desigualdade triangular e a segunda 
do corolário da Prop. 1, Cap. I. 


9) A norma ||:E X E — R de um espaço normado E, pois 


[lz] — iyl} < jz- yl. 


` Proposição 1 — À composta de duas aplicações continuas é contínua, 
Demonstração: Sejam M, N, P espaços métricosej:M > N,g:N>P 
aplicações tais que f é contínua no ponto a E M e q é contínua no ponto 
b=jJ(@ EN. Afirmamos que a aplicação composta go j:M>P é 


M N P 


b=f(0), y=f(x) c=g(b)=g-"(0) 


contínua no ponto a. Com efeito, seja e > O um número escolhido arbi- 
trariamente. Como g é contínua no ponto b, existe A >0 tal que 
dlg); 9(b)) < e sempre que d(y,b) < A. Por outro lado, como f é con- 
tínua no ponto a, dado À > 0, existe um ô > O tal que d(f(x), b) < À desde 
que d(x, a) < ô. Então, a partir de € > 0, nos foi possível obter um ô > O 
tal que d(z, a) < ô implica d(J(x),f(a) < À o que, por sua vez, implica 
d(g o f(x), go fla) < e Logo, g œ f é contínua no ponto a. 

Cororário 1 — Seja f:M — N contínua. Para cada subespaço X C M, 
a restrição J|X : X — N é contínua. 

Com efeito, f| X = foie a inclusão ?:X—»M é contínua. 


Cororário 2— Seja $:M XN>P continua. Para cada aE M e 
cada bE N as aplicações parciais ja: N —P e fẹ: M >P, definidas por 
July) = Ha, y) e fox) = f(z, b), são continuas. 

Com efeito, temos, por exemplo, jfa=Jjoja onde ja:N>aX 
XNCMXN é a imersão isométrica definida por jely) = (a, y). Do 
mesmo modo se argumenta para fe. 

Uma aplicação j:M X N —P, definida num produto cartesiano, é 
o que usualmente se chama uma “função f(z, y), de 2 variáveis r € M, 
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y E N”. O Corol. 2 se exprime dizendo que tôda função contínua de duas 
variáveis é contínua separadamente em relação a cada uma delas. (A ex- 
tensão para n variáveis é óbvia mas a recíproca é falsa. Cf. Exerc. 4.) 


A continuidade de uma função de duas variáveis f : M X N —> P no 
ponto (a,b) E M X N significa que se pode tornar f(x, y) tão próximo de 
J(a, b) quanto se queira, desde que se tome z suficientemente próximo de 
a e y suficientemente;próximo de b: dado e > 0 qualquer, deve ser possível 
achar ô, > 0 e ô: >O tais que d(f(x, y), f(a, b)) < € desde que d(z, a)<ôı 
e d(y,b) < ô3. Para constatar esta afirmação basta, por exemplo, tomar 
em MXN a métrica d((z, y), (a, b)) = máx. (d(x,a), d(y, b}. Então, 
para ô = máx. (0,02), vê-se que d(z,a)< d e d(y,b) < ô: implicam 
d((x, y), (a, b)) < ô. 


Proposição 2— Seja E um espaço vetorial (real) normado. As apli- 
cações «:EXE>E e m:RXE>E, dadas por a(xy)=v+ye 
mà, z) = A-z, são continuas. Também é continua a junção real 

:R— {0} >R, definida por ft) = 1jt. 


Demonstração: Como |(z +y)— (a +b)| < |jz— al +ly— bl, a 
adição a(z, y) — z + y é, na realidade, uma contração fraca de E X E em E 
e, portanto, é contínua. Para verificar a continuidade da multiplicação 
por escalares m : (À, z) — Az, sejam NE R e xo E E fixados arbitrària- 
mente. Dado € > 0, escolhamos ô, = e'3(|zol+- 1) e ô: = e/3(jho| + 1). 
Então, como hx— Aotro = (A — do) (£ — z) + Az — xo) + (A- Agdxso 
temos mO, 2) — m(Ão z9] < IN — No lz— 20) + [Aolle zol + 
+I|A— Aollzol. Logo, se |A — ho] < ô e |z— zoj < ôz virão: 


JA — Aof Ixol < Oilxo| = elzol/3|x0] + 1) < €/3, 
[ol je — xo] < òo] = elMoj/8(]Ão| + 1) < 6/3, 
IA — Aof |z — xo] < 88: = elz] + DA| + 1) < ER< efa. 


Não haverá perda de generalidade em supor € < 1, e portanto €? < e. 
Logo, [A — `of |z — xo] < €/3, o que dá Im(A,2) — m(Xo xo)] < €, 'pro- 
vando a continuidade: de m. 

Finalmente, seja to >£ O um número real. A fim de demonstrar a con- 
tinuidade de f :t— 1/t no ponto t, seja € > 0 dado. Escolhamos ô > 0 
como o menor dos números |to|/2 e e |to]%2. Por ser ô <|to|/2, os inter- 
valos abertos (—td2, t2) e (torto ô) são disjuntos e, portanto, 
Jt— to| <ô implica |t| > [tol/2. Assim, sempre que fôr |t— to] < ô, 
será também |J(Ð — Jt) | = [1/t — Iio} = |t— tol/ltllto| < 20f]to]? < 
<2elto]Y2]to]?, ou seja, | JŒ —H(to)| < e. Isto conclui a demonstração. 
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CoroLário 1 — Às funções reais de duas variáveis reais s :R X RR, 
p:RXR—>R, q:RX(R—- (0D>R e J:RXR>R, definidas por 
sæ, y) = z +y, plz, y) 5 zy, gz, y) = zly e J(@, 4) = £ — y são continuas. 

Com efeito, R é um espaço normado real, de modo que a soma z + y 
e o produto zy são funções contínuas. Quanto à função quociente (x, y) — 
— zjy, ela é composta da aplicação continua (z, y) — (z, 1/y) (ef. Prop. 3, 
abaixo) com a função contínua (z,z)—> zz. Finalmente, a diferença 
(z, y)—>zx — y é a composta da isometria (zx, y) — (z, —y} de R?, com a 
função contínua (z, z) > z + z. 


CoRoLÁRIO 2 — Sejam f, g:M — R funções reais continuas no espaço 
métrico M. A soma f +g, a diferença f — g e o produto f > g são funções 
reais continuas em M. Além disso, se X C M fôr o conjunto dos pontos 
x E M tais que g(x) = 0, o quociente fjg :X — R é uma função continua. 

Com efeito, a aplicação q :x — (f(z), g(£)), de M em R?, é contínua 
(cf. Prop. 3, abaixo). Ora, f+Hg, f— ge f-g são as compostas desta 
aplicação o com as funções soma, produto e diferença, respectivamente, 
enquanto que j/g é a composta da função quociente com a restrição de p ao 
conjunto X. [Note-se que (X) C R X (R — {0})] 

OBSERVAÇÃO — À Prop. 2 (com demonstração inteiramente análoga) 
e seus corolários valem também para espaços vetoriais, números e funções 
complexos, em vez de reais. 


Uma aplicação f : X — M 1X...X Mn de um conjunto X no produto 
cartesiano dos conjuntos M1,..., Mn equivale a n aplicações fı: X — 
= Mu... fn: X —> Mn tais que f(z) = (f(x)... Jn(x)), 2 E X. As apli- 
cações j;: X — M; chamam-se as coordenadas da aplicação f. 

Proposição 3 — Sejam M, M1,..., Mn espaços métricos. Uma aplica- 
ção f:M -»M, X...X Mn é continua no ponto aE M se, e sómente se, 
cada uma das suas coordenadas f; : M — M; é continua no ponto a. 

Demonstração: Sendo f(x) = (Ji(x),....» fn(x)), tem-se fi = pio f onde, 
para cada i= 1,... n, pi:MıX ... X Mn —M; é à projeção sôbre o 
i-ésimo fator. Segue-se que, se f é contínua, cada coordenada f; também 
oé. Reciprocamente, sejam fı,- .-,fa contínuas no ponto a. Dado e > 0 
arbitrário, existem então números d, > 0,..., Ôn > 0 tais que d(z,a) < ò; 
implica f(x), jd) < e i= 1,2... 7. Seja ô= mín. {ðn..., Ön}. 
Então, ô > 0 e d(z,a) < ô implica que sejmm simultâneamente d(f,(x), fi(a)) 
<E... Jn(2), Inla)) < e e, portanto, d(J(x), J(a)) = máx. (d(fi(x),J(0)); 
2=1,..m) < €, o que prova a continuidade de f no ponto a. 


Cororârio — Sejam f :M >P, g:N —>Q aplicações continuas. En-. 


tão, a aplicação p:MXN>PXQ, definida por p(z, y) = (Jæ), 9(y)) é 
continua. 


COCCOLE ALL AOL ALA LL af, 


a 


222222299 


229 


22222292 


E 


| 


- seja To E [a,b] tal que f(z) = 0. 


329229222990222999999. 


52 O CONCEITO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 41 


Com efeito, as coordenadas de q são as aplicações (x,y) > J(x) e 
(z, y)— g(y). A primeira destas é a composta f o pı e a segunda é igual a 
g° Pa onde pı E M X N — M, pı: MXN>N são as projeções. Logo, 
as coordenadas de y são contínuas e então ọ é contínua, pela Prop. 3. 

Indicaremos com G(M; N} o conjunto de tôdas as aplicações continuas 
do espaço métrico M no espaço métrico N e com Co(M; N) o conjunto das 
aplicações contínuas limitadas de M e N. Salvo menção explícita em con- 
trário, Go(M ; N) será sempre considerado como subespaço do espaço B(M; N) 7 
de tôdas as aplicações limitadas de M em N. Assim, a menos que o ne- 
guemos explicitamente, em Co(M;N) será tomada a métrica 


dl, g) = sup. (d(J(x), g(2)); z E M}. 


€(M; N), por outro lado, não é um espaço métrico mas é uma reunião dis- 
junta de espaços métricos G(M;N). Para cada aplicação contínua 
j:M—N, GKM;N) é o conjunto das aplicações contínuas g:M >N 
que estão a uma distância finita de f. 

Um corolário da Prop. 2 é que, quando E fôr um espaço vetorial nor- 
mado, G(M; E) será um subespaço vetorial de (M; E) e CM; E) um 
subespaço do espaço vetorial normado B(M; E). 


EXEMPLO 


2. Seja I = [a,b] um intervalo fechado da reta. Aprende-se em 
Cálculo que tôda função contínua f : I — R é integrável e, portanto, G(I; R) 
é um subconjunto do espaço M das funções reais integráveis em [a, b}. A 
seminorma 


b 
U-oh= f Ho- olas 


introduzida em M no Ex. 15, Cap. I, induz uma norma em ẸĢ(I; R). Em 
outras palavras, se f:[a,b]—>R é contínua e f 0, então |j] = 


= $ tHx)lda >0. Com efeito, 


Nāo há perda de generalidade em 
supor f È> O pois, se g(x) = |f(x)|, 
lgl = [fl Assim, f(z) > 0. 
Tomemos e = (1/2)f(zo). Como f 
é contínua, existe ô > O tal que 


zEla,b] e zx-—-ô<z<azo+ ò implicam + Jxo) < Je) < = Je). 
Para fixar as idéias, seja zo b. Então, tomando ô < (b-— a), teremos 
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[xo zo + ô] C [a,d] e então, para todo z no intervalo [zo, zo + ô], f(x) > 
> + f(x). Seja y a função (integrável) igual a = J(xo) no intervalo 
[xo, zo + 6] e igual a O nos demais pontos de [a,b]. Temos fÈ q e, por- 
tanto, [jl = | J@ de> f? oads =Ł Ja) @- a) > 0. 


83. Homeomorfismos 


Uma aplicação biunívoca f:M —>N, de um espaço métrico M sôbre 
um espaço métrico N, pode ser contínua sem que a sua inversa g=f!:N>M 
também o seja. Isto será mostrado nos exemplos abaixo. 


EXEMPLOS 


3. Indiquemos com M o espaço R” munido da métrica d”, onde 
d'(z, y) = 1 para z # yed'(z,x) =0. Seja N o mesmo espaço euclidiano, 
com sua métrica habitual d. A aplicação f : M — N, definida por f(x) = z, 
é contínua mas sua inversa g= f~t : N — M [que também se escreve g(x) = x) 
não é contínua em ponto algum de N. Com efeito, seja qual fôr z E R”, 
dado e, com O < € < 1, a bola aberta de centro x e raio € em M reduz-se 
ao ponto x e, portanto, não pode conter uma bola aberta B = g(B) de 
centro x, do espaço euclidiano W. Na mesma linha dêste exemplo, po- 
` rém menos artificial, é o seguinte: 


4. Sejam M = (-1,0 U IL, +) e N =[0, +) subespaços da 
reta e definamos f :M —» N por j(x) = 4?. Vê-se que f é uma aplicação 
biunívoca e contínua de M sôbre N. A inversa de f é a função 
g=I1:N>M, definida por gy) = Vy, se y>D1 e gy) =— Vy se 
0O<y<1. A aplicação g não é contínua no ponto 1E N. Com efeito, 
se0<e< 1, qualquer intervalo de centro 1 e raio em N contém pontos 
y < l, os quais são transformados por g em pontos g(y) = — Vy, que 
estão a uma distância > 1 (logo, > €) do ponto g(1). 


5. Seja S! = {(z, y) E R?; z? +4? = 1} o círculo unitário do plano. 
Definamos uma aplicação 7.:[0,27) > S! pondo j(i) = e = (cost, sent), 
0< t < 27. Evidentemente, f é con- 
tínua e biunívoca de [0,27) sôbre S!. 
Intuitivamente, f consiste em enrolar 
E, o intervalo [0,27), sôbre o círculo S!. 

` / q Por outro lado, a aplicação inversa 

E TD g=f"*:S!>[0,27) não é contínua 

no ponto a= (1, 0) = j(0). Com 

efeito, dada qualquer bola B de centro em a em & (isto é, um arco de 
- 


l 
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círculo cujo centro é a) g(B) contém sempre um intervalo da forma (b, 27), 
logo não é possível tomar B de tal modo que g(B) esteja contida numa 
bola predeterminada de centro O = g(a) em [0,27). 


6. Outras aplicações biunivocas e contínuas da reta R sôbre subcon- 
juntos do plano, cujas inversas não são contínuas, são indicadas pelas fi- 
guras abaixo. (Justificações a cargo da imaginação do leitor.) 


A) 


Em face dos exemplos acima, poremos a seguinte definição: 


Um Aomeomorfismo é uma aplicação contínua e biunívoca J:M >N 
de um espaço métrico M sôbre um espaço métrico N, tal que sua inversa 
J':N— M também é contínua. Neste caso, f! ainda é um homeomor- 
fismo. 


Evidentemente, se f : M —>N e g:N — P são homeomorfismos, então 
geof:M —P também o é. Se existe um homeomorfismo de M sôbre N, 
os espaços M e N dizem-se homeomorjos. 

O problema principal da Topologia é o de classificar espaços segundo 
a relação de homeomorfismo, isto é, dados dois espaços X e Y dizer se 
-êles são homeomorfos ou não. 


EXEMPLOS 


7. Uma isometria f : M — N é um caso particular de homeomorfismo, 
pois ! também é uma isometria. Em particular, são homeomorfismos as 
translações z > x + a de um espaço normado. Ainda num espaço nor- 
mado, cada homotetia my :z— À - x de razão À x O é um homeomorfismo 


` (uma isometria apenas quando |A| = 1), pois seu inverso é a homotetia 


yo (1/hy, de razão I/A. No espaço euclidiano R” tôda aplicação linear 
A:R SR", definida por A(zi,..., 2”) = (y!,..., y") Y = jaf r, é 


contínua, em virtude da Prop. 3. Se o determinante da matriz (a) é 
-diferente de zero, então A é um homeomorfismo. Com efeito, sabe-se 


(pela Regra de Cramer, por exemplo) que se det.(a;') < 0, então A é biuní- 
voca e sôbre R”. Sua inversa A! é necessâriamente linear e, portanto, 


contínua. 


44 FUNÇÕES CONTÍNUAS Cap. It 


8. Tôda bola aberta B = B(a;r) do espaço euclidiano R” é homeo- 
morfa ao espaço R” inteiro. Em primeiro lugar, observemos que a trans- 
lação z—> x — q estabelece um homeomorfismo de B(a;r) sôbre B(0;7) 
e a homotetia z— (l/r)z fornece um homeomorfismo de B(0;r) sôbre 
B(0;1). Basta, portanto, considerar B = bola aberta de centro na origem 
e raio 1. Seja agora a aplicação f :R”— B, definida por f(z) = z/ + 
+lz|). Evidentemente f é contínua, como é também contínua a aplica- 
ção g : B — R", dada por g(y) = y/(1 — |y|). Um cálculo imediato mostra 
que gf(x) = « para todo z E R” e jg(y) = y para todo y E B. Logo g= f 
e, portanto, f é um homeomorfismo. O leitor observará que o mesmo ar- 
gumento mostra que qualquer bola aberta de um espaço normado E é ho- 
meomorfa a todo o espaço. 


9. Seja f:M —N uma aplicação contínua do espaço métrico M no 
espaço métrico N. O gráfico de f é o conjunto G(J) de todos os pontos 
(sz) E M XN, quando z percorre M. Com a topologia induzida por 
M X N, o espaço G(f) é homeomorfo a M. De fato, a aplicação f : M — 
— G), definida por f(x) = (2,/(27)) é contínua em virtude do Corolário 
da Prop. 3. Também é contínua a restrição q = pi |G(f) : GQ) > M da pro- 
jeção pı: M XN>M ao gráfico GQ). Além disso, tem-se go f = iden- 
tidade: M — M e fog = identidade: G(f) -> G()). Logo, f e g são ho- 
meomorfismos, inversos um do outro. nã 


Como consegiiência do Ex. 9, a bola unitária fechada D”, com centro: 
na origem do espaço R” é homeomorfa ao hemisfério fechado H,” = {z = 
= (2},..., 2+) ES, at! > 0}. Com efeito, H+” é o gráfico da função 
contínua real f :D”— R, definida por f(x) = 41 — |x!?, Mais precisa- 
mente, a projeção p :R™! — R*, p(z',. .., 1!) = (xt, .., 2”) aplica H+” 
homeomorfamente sôbre D”. É claro que o mesmo se passa com o he- 
misfério sul H-". 


10. Seja p= (0,..., 0,1) o pólo norte da esfera unitária n — dimensio- 
nal S = {z E Rº!; |z| = 1}. A esfera menos o pólo norte constitui um 
espaço homeomorfo ao espaço euclidiano R". Êste homeomorfismo é 
costumeiramente obtido através da projeção estereográfica 


T: — {p} >R, Ta) = 


gr? 


1 


onde z = (z!,..., 1", DES — p e y = (zl,..., 2"). Note-se que, 
para zE S -— p, 0< z™! <1, de modo que 7 é uma aplicação conii- 
e 
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nua. Geomètricamente, m (z) é o x 
ponto de interseção da semi-reta ` 
pt com o hiperplano 2”! = 0, que 
identificamos com R”. Para veri- 
ficar que m é um homeomorfismo 
de S”-p sôbre R”, basta conside- 
rar a aplicação p:Rº>S" = p, 
definida por (y) = z, onde, na no- 
tação acima: 


ER 
lyr’ 


„ ll? -—i 
lul +1 


Constata-se facilmente que g(a (z)) = x e m(p(y)) = y para todo z E S"—p 
e todo y E R”. Logo, 7 é um homeomorfismo e q é o seu inverso; 


A 
A 
A 
A 
a 
q 
A 
tá 
A - 
A 
A 
A 
la) 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
a 
A 


x q 


Osservação — Dados dois subespaços A C M e BC N, dizer que À 
e B são homeomorfos significa admitir a existência de um homeomorfismo 
h:A— B. Isto não implica na existência de um homeomorfismo H : M > N 
tal que H|A =h, nem mesmo quando M = N. Por exemplo, sejam 4 
a reunião de duas circunferências tangentes externamente e B a reunião 
de duas circunferências tangentes internamente. É fácil estabelecer um 


homeomorfismo entre A e B, mas não existe homeomorfismo algum do 
plano sôbre si mesmo que aplique 4 sôbre B. Vamos demonstrar esta 
afirmação usando um resultado que provaremos no Cap. VII: todo homeo- 
morfismo H : R? — R? do plano sôbre si mesmo transforma conjuntos limi- 
tados em conjuntos limitados. 


Admitamos que existisse um homeomorfismo H :R?— R? tal que 
H(A) = B. O disco plano D, formado pelos pontos da circunferência maior 
de B e mais os pontos interiores a ela, é um conjunto limitado. Então, sua 
imagem H-!(D) é limitada. Seja y = H(z) um ponto da circunferência 
menor de B, que não seja o ponto de tangência. Então z € A e pode ser- 
ligado a um ponto x” situado fora de H-!(D), por um segmento de reta l, 


S 
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talqueINA=z. Segue-se que y = H(2) = HUN 4) = HO N H(A) = 
= H() NB. Ora, H(Ì) é uma curva contínua, ligando o ponto y ao ponto 
y = H(z’). Como x € H-D), y está fora de D. Mas é intuitivamente 


x 


claro que y não pode ser ligado a um ponto y’ fora de D por uma curva con- 


tínua Hà) que tem apenas o seu ponto inicial y em comum com B. Logo, 
H não existe. 


No raciocínio acima, além do fato de ser H-H(D) limitado (necessário 
para garantir a ligação de x a z’), usamos também o fato de que não existe 
uma curva contínua ligando um ponto y no interior de D a um ponto y’ 
no seu exterior, sem cortar o círculo maior. Êstes são resultados simples, 
que serão estabelecidos nos capítulos seguintes e que ilustram aqui a im- 
possibilidade que temos, no momento, de demonstrar a não-existência de 


certos homeomorfismos, antes de desenvolvermos a teoria um pouco mais. 
(Vide Ex. 37, Cap. III.) 


$4. Métricas Equivalentes 


Sejam d e d' métricas no mesmo conjunto M. Diremos que d é mais 
fina do que d' (e às vêzes escreveremos d > d” quando a aplicação identi- 
dade (M, d) >(M, d’) fôr contínua. 


Por exemplo, se a métrica d torna M um espaço discreto, então d é 
mais fina do que qualquer putra métrica em M. 


Prorosição 4 — A métrica d é mais fina do que a métrica d no con- 
junto M se, e sômente se, para cada a E M, qualquer bola aberta de centro 
a segundo d’ contém alguma bola aberta de centro a segundo d. 


Demonstração: Dizer que a aplicação j:(M,d) > (M,d), definida 
por f(z) = x) é contínua no ponto a& M significa afirmar que, para 
cada e > O existe um 6 > O tal que d(x,a) <ô implica d(z,a) < €, ou 
seja, B(a; ô) C B'(a;e). (B' = bola segundo d') 


12329 25993239399929000 490040 000000084 
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Duas métricas d, d no mesmo conjunto M dizem-se equivalentes (d. d”) 
quando d é mais fina do que d’ e, ao mesmo tempo, d’ é mais fina do que d. 
Em outras palavras, d e d' são equivalentes quando a aplicação identidade — 
(M, d) — (M, d”) fôr um homeomorfismo. A Prop. 4 admite então os se- 
guintes corolários: 


CoroLário | — As métricas d e d’ são equivalentes se, e sômente se, 


tôda bola aberta-segundo uma qualquer dessas métricas contém uma bola aberta 
de mesmo centro segundo a outra métrica. 

CoroLário 2 — Se existirem números reais m, n > O tais que d(x, y) < 
< nd'(z, y) e d'(z, y) < md(z, y) quaisquer que sejam os pontos x, yEM, — 
então as métricas d e d’ serão equivalentes. 

Com efeito, indicando com B e B’ as bolas segundo d e d' respectiva- 
mente, teremos então B'(a;rin) C B(a;r) e Bla; r/m) C B'(a;r). 


EXEMPLOS 


1. As métricas dœ, y) = V @ -— y) + @— y), d'i, y) = 
=| — yj +l 97] e d(e, y) = máx.(|at y'], a? —3º]) no plano R? 
são equivalentes. Com efeito, isto decorre da 


figura ao lado e do Corol. 1 acima (Cf. Ex. 12, AN 
Cap. I.) Mais geralmente, existem métricas 
análogas d, d”, d”, definidas num produto car- Fá NI 
“tesiano qualquer M, X... X Mn. (Cf. Ex. 17, 
Cap. I.) Observa-se que d” < d< d' < nd” N, A| 


e, portanto, as métricas d, d' e d” são equi- 
valentes, em virtude do Cor. 2. 


12. No conjunto Go(I; R) das funções reais contínuas (e limitadas) defi- 
nidas no intervalo 1 = [a, b], podemos considerar as duas métricas: |f — g| = 


b 
=sup.fli(x) —a(Ml;zE D e if- gl, = f 1x) — g(x) dz. [Será demons- 
trado no Cap. VII que tôda função real contínua em Z é limitada, e portanto 
C(7; R) = C(I; R)] A métrica |f— g| é mais fina do que a métrica 
lf— gl,- Com efeito; dados f E Co(J; R) e € > 0, tomemos ô = e/(b — a). 


b 
Se If — go] < è então Ij— jli= f 17E) — Halde < (> 0:14 — jal. Logo, 


a bola de centro fo e raio e relativamente a ||, contém a bola de centro 
fo e raio ei(b — a) relativa a ||. Por outro lado, a métrica lf —g|ı não é 
mais fina do que a métrica |f — g|. Na realidade, nenhuma bola segundo 
a métrica |f — g|ı pode estar contida numa bola segundo |f — g|, pois as 
primeiras são sempre ilimitadas em relação às últimas. Como se trata 
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de espaços normados, basta tomar bolas com centro na função idêntica- 
mente nula 0 € Go (7; R). Para cada inteiro n = 1, 2, 3,..., a função 
Pn, cujo gráfico está descrito na figura abaixo, pertence à bola B,(0;r)} = 
= (JE G(;R) lil, <7} mas Ia] = 7. 


fr 
2 at- 
7 b 


l el =área da região 
hachurada =1/2 


13. A recíproca do Corol. 2 é, em geral, falsa, como se observa to- 
mando. a métrica d'(x, y) = |z* — y*| na reta. Como a aplicação s — a? 
é um homeomorfismo de Æ sôbre si mesmo (cujo homeomorfismo inverso 
é y= 9) y), segue-se da Prop. 5, abaixo, que d’ é equivalente à métrica 
usual da reta. Mas, se existisse um número real n > O tal que |z — y| < 
<n] — y| =n|z— yl |z? + xy + w| para quaisquer z, y € R, teria- 
mos, para x x* y arbitrários: 1 < n| z? + zy + yº|, que é uma desigualdade 
impossível (basta tomar z = 0 e y = Yv 2n). 


Prorosição 5— Sejam (M,d), (N, dj) espaços métricos e f: M >N 
uma aplicação biuntvoca. Seja d' a métrica induzida por f em M;d'(x,y) = 
= di($(2), Hu), x, yE M. Então, d 

(M,0) + md) é mais fina do que d’ se, e sômente se, 


Í é continua. Segue-se que d e d’ são 
so rá equivalentes se, e sômente se, f é um 
homeomorfismo de M sôbre HM). 


o Demonstração: Seja 1:(M,d)— 
>(M,d') a aplicação de inclusão e indiquemos com jf:(M,d)>N a 
própria aplicação f quando seu domínio é considerado com a métrica d”. 
Temos f = f oi (vide diagrama). Ora, j’ é uma imersão isométrica e, 
portanto, contínua. Logo, se d fôr mais fina do que d”, isto é, se i fôr con- 
tínua, f também o será. Para demonstrar a recíproca, observamos inicial- 
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mente que os pontos de N — j(M) não desempenham papel algum no enun- 
ciado da proposição. Logo, não há perda de generalidade alguma em supor 
que N = HM). Então j' é uma isometria e, portanto, um homeomorfismo 
de (M,d) sôbre N. Assim, se f fôr contínua, i = (f'o J:(M,d)> 
— (M, d') também será contínua e, portanto, d será mais fina do que d’. 
A demonstração da segunda parte é inteiramente análoga, substituindo-se 
apenas “aplicação contínua” por “homeomorfismo” e “mais fina” por “equi- 
valente”. = Fi 


CoroLáRIo — Sejam (M, d) e (N, dı) espaços métricos e f: M —N 
uma aplicação continua. A métrica definida em M por plz, y) = d(x, y) + 
+ daJ (z), J(y)) é equivalente a d. 


Com efeito, a aplicação f : M —» M X N, definida por F(x) = (x, J(x)), é 
um homeomorfismo de M sôbre o gráfico (= f(x, 2); z E M} C MXN 
de aplicação f. Tomando em M X N [e, portanto, em G(f)] a métrica 
(x, u), (y, 0) = d(z, y) + di(u, v), a métrica induzida em M pelo homeo- 
morfismo F:M —G(f) é plz, y) = d(z, y) + d(j(2), H(y)). O corolário 
segue-se. 


Em particular, se f: M —R é uma função real contínua, a métri- 
ca p(z, y) = d(x,y) +|f@)— Ju)! é equivalente à métrica original d 
em M. 


Duas métricas equivalentes no mesmo espaço M- determinam as mes- 
mas aplicações contínuas definidas em M e as mesmas aplicações conti- 
nuas com valôres em M. Assim, para efeito de considerações topológicas, 
não há necessidade de distinguir em:M uma métrica de outra equivalente. 


EXEMPLOS 


14. Dado um espaço métrico arbitrário (M, d), a métrica d'(x, y) = 
=inf. (1, d(r,w)) é equivalente a d. Com efeito, se d(z, y) < 1 então 


- dx, y) = d(z, y), logo as bolas abertas de raio < 1 segundo d e segundo d’ 


coincidem. Isto é suficiente para que a aplicação identidade i: (M, d) > 
>(M, d’) seja um homeomorfismo. Segue-se que tôda métrica num es- 
paço é equivalente a uma métrica limitada, pois d'(x, y) < 1. 


15. Também d”(z, y)/1 + d(x, y)) define em M uma métrica equiva- 
lente à métrica d. Com efeito, temos d'(z, y) < d(z, y), logo a aplicação 
identidade ::(M, d) —»(M, d”) é contínua. Por outro lado, para qual- 
quer e > 0, d'"(x, y) <el(1 + €) implica d(z, y) < €, logo 3: (M, a”) > (M, d} 
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também é contínua. A métrica d” fornece outra prova de que todo espaço 
métrico é homeomorfo a um espaço métrico limitado, pois d'(z,y) < 1 
sejam quais forem z, y E M. 


§ 5. Aplicações Lineares Contínuas z 


Sejam Æ, F espaços vetoriais. Uma aplicação f :E —>F diz-se linear 
quando f(x + y) = J(x) + J(y) eJ(hx) = N(x) quaisquer que sejam z,y EE, 
A escalar. Sej:E — F é linear, então f(0) = 0. 


Proposição 6 — Sejam E, F espaços vetoriais normados e f: E—> F 
uma aplicação linear. As seguintes condições são equivalentes: 
1) j é continua; 
2) f é contínua no ponto 0 € E; 
3) existe um número m >0 tal que |f(x)| <m |z| para todo xz E E. 


Demonstração: É claro que 1)=> 2). Para provar que 2) => 3), supo- . 


nhamos que f seja contínua no ponto O. Indiquemos com B(y) [resp. B'(1)] 
a bola de centro O e raio r em E (resp. em F). Como f(0) = 0, existe um 
m>0 tal que HB(1/m)) C B(1). Como f(hx) = Af(x), segue-se que 
(BG) C B'(mr) qualquer que seja r> 0. Isto significa que |z| <r 
implica [Hx))<m-r. Ora, nestas condições |f(x)| <m- |z| pois, se 
existisse vE E com |f()l>m- |z|, tomaríamos um número s com 
Hw)|>s>m-|z| e, escrevendo s =m: r, teríamos |j) > m:r> 
>m- |z| e daí a contradição: |z| <r com |f(z)| > m-r. A implica- 
ção final 3)= 1) resulta do seguinte: |/(x) — Jxo)| = |Hx — x)| < 
< mjz — zo], de modo que |z — xo] < e/m acarreta |j(x) — f(x0)| < e. 


Corozário 1 — Uma aplicação linear biunívoca f :E— F, de E sôbre 
F, é um homeomorfismo se, e sômente se, existem números reais m >0,n > 0, 
tais que n|2|<|j(x)| < m|z] para todo z E E. 

Com efeito, seja g =f!:F—» E. Para que g seja contínua, é neces- 
sário e suficiente que exista um número real k > O tal que |9(y)|< k|yl 
para todo y€ F. Pondo y = f(x), x GE E, temos g(y) =x e esta desi- 
gualdade se torna |z] < k|j(x)|, para todo z € E, ou seja, |f(x)|> (Hk)|z|. 
Fazendo n = 1/k, o corolário fica demonstrado. 


Corozário: 2 — Duas normas ||el|l, no mesmo espaço vetorial E 
são equivalehies se, e sômente se, existem números reais m, n> O tais que 
lz] <n- le elz]; <m jz} qualquer que seja z E E. 

Isto resulta do Corol. 1, tomando-se E = F e = identidade. 
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16. A aplicação identidade (CoM; R), ||) — (©; R),|)) é uma 
aplicação linear descontínua. (Vide Ex. 12.) 


17. Embora- as normas |f|] = sup. (|D|;zc E) e lfh= 


E RR 
= |J(œ)|dzr não sejam equivalentes no espaço Co(J;R), 1 = [a, b}, a 


ao 
aplicação linear y : C(I, R)—> R, definida por (f) = f jæ) de é conti- 


nua relativamente a qualquer dessas normas. Com efeito, relativamente a 


b b 
segunda, q é uma contração fraca: |())| = If Jo) dx! < i. IH) dz = 


b 
= [f|1. Relativamente à primeira métrica, temos |(J)| < f (x) lda < 


< (b — a) |f|, logo q é contínua. (Ou seja: como || é mais fina do que 
||, q sendo contínua relativamente a ||, é contínua relativamente a |].) 


18. No espaço euclidiano R”, as normas por nós consideradas são 
equivalentes. (Vide Ex. 3, Cap. I e Ex. 11, Cap. II.) Relativamente a 
essas normas, tôda aplicação linear f :R”— E é contínua (E = qualquer 
espaço normado). Basta verificar êste fato para a norma |z| = |z!|+...+ 
+e] = Zj], v=(2,...,7) E R”. Sejam então e = (1,0,...,0), 
ez = (0,1,...,0),..., & = (0,..., 0,1) e m = máx. (lf(e)|,. - .,|J(en)|). 
Temos |f2)| = Zr Al < Elele] <m El] = mz], qualquer 
que seja q = (z!,. . ., x”), o que estabelece a continuidade de jf. 


Osgservação — É verdade, e será demonstrado no Cap. VII, que duas 
normas quaisquer em R” são equivalentes, de modo que o resultado acima 
é válido para tôda e qualquer norma tomada em R”. 


§ 6. Exercícios 


1. Na definição de aplicação contínua, pode-se substituir < por <. 


2. Sejam M um espaço métrico e X um conjunto qualquer. Para cada z € X, 
a aplicação vz: B(X; M) — M, definida por v-(f) = f(z), é uma contração fraca. Logo, 
vz é contínua. 


3. Uma aplicação $:M —>N (M, N espaços métricos) diz-se lipschitziana, quando 
existe um número c > O (a “constante de Lipschitz” de 7) tal que d(J(x),(y)) Sc - dz, y), 
sejam quais forem x,y Œ M. Tôda aplicação Lipschitziana é contínua. Se c=], 
J é uma contração fraca; se 0 <c < 1, f diz-se uma contração (forte). Seja J:R>R 
derivável, com |f(x)] < c para todo z € R. Então j é Lipschitziana. 
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4. Sejam M,N espaços métricos, Y C N um subespaço e ¿: Y >N a aplicação 
de inclusão. Uma aplicação j:M —Y é contínua se, e sômente se, a composta 
tof:M —N também o fôr. 


5. Na situação acima; suponha Y C N e i:Y— M. Pode-se afirmar que 
j:M —>N é contínua em todos os pontos de Y se, e sômente se, Joi=J|Y:Y>N 
fôr contínua? 


- 6. Sejajf:Rº> R definida por f(z, y) = zyi(z? + 4°) se (£y) = (0,0) e J(0, 0) = 0. 
Para qualquer a € R, as aplicações parciais z — f(z, a) e y —> f(a, y) são contínuas em tôda 
a reta, mas f não é contínua no ponto (0, 0). 


7. Sejam M,N espaços métricos. A aplicação v: B(M; N) X M —> N, definida 
por v(f, x) = f(z) = valor de f no ponto z, é contínua no ponto (fo, xo) se, e sômente se, 
Jo é contínua no ponto xo. Em particular, a restrição v : C(M;N) X M —>N é uma 
aplicação contínua. 


8. Seja M um espaço discreto. Tôda aplicação f: M — N (onde N é qualquer 
espaço métrico) é contínua. 


9. Sejam M, N espaços métricos. A oscilação de f: M —N no ponto a E M 
é o número w (f;a) = ínfimo dos diâmetros dos conjuntos f[B(a;r)], imagens por f das 
bolas abertas de centro a. 


Prove: 
a) f é contínua no ponto a se, e sòmente se, w(f;a) = 0. 


b) Calcile a oscilação de f: R —» R no ponto 0, onde f(z) = sen t/z para z = 0 
e X0) = 0. asi 


10. Seja f:R —» R definida por j(x) = O se z é irracional e f(x) = ljg se z = plq, 
q>0 é uma fração irredutível. Então f é contínua no ponto a se, e sômente se, a 
fôr irracional, 


11. Estabelecer os seguintes homeomorfismos: 
a) Entre R't! — (a) e S” X R (onde a E R”*”). 


b) Entre o semi-espaço superior aberto H = {z € R”; xz” > 0) e o espaço inteiro 
R”, entre Ħ = {z € R”; z” > 0} e RºIXIO œ). 


c) Entre P = {z E R”; z! > 0,..., z” > 0} e R”™= X {[0, œ). 


12. Sejam S” a esfera unitária de dimensão.n, P” o espaço projetivo real n-dimen- 
sional, com a métrica definida no Exerc. 15, Cap. I, e 7:S” —» P” a projeção canônica. 
Uma aplicação f : P” > M, num espaço métrico arbitrário M, .é contínua se, e sômente se, 
Jom:S? — M fôr contínua. 


13. Sejam j,g:M —>N contínuas. M,N espaços métricos. Se Ja) = g(a) 
para algum a € M, existe uma bola B = B(a;r) tal que f(z)  g(y) quaisquer que sejam 


zy EB. ; 


14. Para cada i=1,..,n, sejam h;j:M;—>N; homeomorismos. Então 
h:Mı X ... XMa —>Nı X... X Ny definido por A(zr..., Tn) = (ha(zi),...s hnlzn), 
é um homeomorfismo. 

e 


č 


k 
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Espaços Topológicos 
. Capítulo III 


§ 1. Introdução 


A fim de estudar sistematicamente as propriedades das aplicações 
contínuas em espaços métricos, convém destacar e analisar com álgum 
detalhe, certos conceitos fundamentais como os de conjunto aberto, vizi- 
nhança, interior, fronteira, conjunto fechado, fecho e ponto de acumula- 
ção. Ao estudarmos êsses conceitos, veremos que grande número de idéias, 
a começar pela própria noção de aplicação contínua de um espaço métrico 
noutro, podem ser formuladas em têrmos do conceito de conjunto aberto, 
sem fazer intervir diretamente a distância. Isto conduz à concepção geral 
de espaço topológico, que introduziremos neste capítulo. 

“A consideração de espaços cuja topologia não pode ser definida através 
de uma métrica, não resulta do mero desejo de generalizar pelo prazer de 
generalizar. No Cap. IV (Exs. 21 e 22) daremos o primeiro exemplo “na- 
tural” de um tal espaço. Êles ocorrem frequentemente quando se procura 
tratar de vários tipos de convergência de funções. O Cap. IX será dedi- 
cado ao estudo de alguns dêsses espaços funcionais. Aqui, preparemos 
o terreno, lançando as bases. 


Convém observar que, mesmo desejando estudar apenas a topologia 
dos espaços métricos, os conceitos que apresentaremos a seguir são indis- 
pensáveis. : 

O capítulo termina com um parágrafo dedicado ao importante conceito 
de espaço conexo, onde algumas idéias geométricas interessantes àparecem. 


Ná $ 2. Conjuntos Abertos num Espaço Métrico 


Um subconjunto A de um espaço métrico M chama-se aberto quando 
todo ponto a E A é centro de uma bola aberta inteiramente contida em A. 
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' 
Em outras palavras, para ca- 
da a € A existe € > O tal que 
s sE M e d(z,a) < e então 
zE A. Intuitivamente: sempre 
que um conjunto aberto 4 contém 
um ponto a, deve conter também 
todos os pontos de M suficiente- 
mente próximos de a. 


“A Prorosição | — Tôda bola aberta B(a;r) num espaço métrico M é 
um subconjunto aberto de M. 


Demonstração: Para cada ponto z€ B(a;r), temos d(z,a) <r e, 
portanto, € =r — d(x,a) > 0. Afirmamos que 
a bola B(x;e) está contida em B(a;R). De 
fato, se y€ B(x;e) então d(y 2) <r-— 
— dz, a) e portanto 


dy a) < dy, £) + d(z, a) < r — d (z, a) + 
l + d(z,a) =r, 


logo y €E B(a;r). 


EXEMPLOS 


2. Os intervalos abertos finitos (a,b) são subconjuntos abertos da 

reta, em virtude da Prop. 1. Também os intervalos abertos ilimitados 

(a + œ) e (— 0,5) são subecon- 

L € 2 € i juntos abertos da reta. Com efei- 

a x 2x-0 +œ to, sexE (a, +œ), isto é, z> a, 

então e=z-a>0 e o inter- 

valo (bola aberta) B(z; €) = (a, 2x — a) está contido em (a, + œ) pois 

2z-a=z+(r—-a)>z>a De modo análogo mostraríamos que 
(— o,b) é aberto. 


2. Um ponto a num espaço métrico M é um subconjunto aberto de M 
se, e sômente se, a fôr um ponto isolado de M. Um espaço métrico M é 
discreto se, e sômente se, qualquer subconjunto X C M é aberto. 


3. Em qualquer espaço métrico M, o complementar de cada ponto 
a& M é um subconjunto aberto de M. Com efeito, se v E€ M — (a), 
isto é, d(z,a)> 0, então a bola aberta B(x; e), com e = d(z, a) não 
contém o ponto a:B(zx; JC M — (a). Mais geralmente, o comple- 
mentar M — F de qualquer subconjunto finito F = (m,...,Q) de M é 


CCL. 
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um subconjunto aberto de M pois se r€ M — F então o número e = 
= mín.(d(z, tı),. . ., dx, Gn) é > 0 ea bola aberta B(z;e) não contém 
nenhum dos pontos ay,...,;Q, isto é Bl)CM-— F. x 

4. Nenhuma bola fechada D = D(a;r) é um subconjunto aberto do 
espaço euclidiano R” (n> 1). Por simplicidade de notação consideraremos 
apenas uma bola D = D(0;r) com centro na origem. k 


” Seja vE R” um vetor x 0; ponhamos z = rv/|v|. Então |z| = r, donde 
xE D. Mas nenhuma bola aberta B(x;e) pode estar contida em D 


pois, tomando y = (- + <) vj |v], temos 


ly — z| = e/2, donde y € B(x; €) mas 2 


ly =r + = e portanto y Ẹ D. O mesmo 


argumento mostra que nenhuma esfera 
S(a; r) é um subconjunto aberto do espaço 
R”. Evidentemente o mesmo raciocínio se 
emprega em qualquer espaço vetorial nor- 


mado (como por exemplo B(X; E) ou Go (X; E) em vez do R” apenas. . 


Mas em alguns espaços métricos, pode ocorrer que a bola fechada 
D(a; r) coincida com a bola aberta B(a;r) e então D será um subconjunto 
aberto de M. [Se M fôr discreto, isto acontece. Também acontece quando 
d(z, y) < r para quaisquer z, y E M.] É possível, ainda, que uma esfera 
S(a, r) seja aberta no espaço métrico M. ê 


A 


O exemplo seguinte, por sua importância, será destacado como uma 
proposição: 


Prorosição 2 — Sejam M , N espaços métricos e fj :M — N uma gapli- 
cação. As aplicações de M em N que estão a uma distância finita de f e são 
desconiínuas num dado ponio a E M formam um subconjunto aberto do es- 
paço B; (M; N). 


Demonstração: Seja g E Y; (M; N) descontínua no ponto a. Isto 
significa que existe e >. O tal que, para qualquer bola B de centro a em M, 
é sempre possível obter um ponto zg E B com d(g(ze), g(a) > e. Afir- 
mamos que tôda aplicação h: M — N tal que d(g,h) < «/3 é descontínua 
no ponto a. Com efeito: e < d(g(xz), g(a)) < dlg(xe, h(x5)) + d(h(ze), hMa)+ 
+d(h(a), g(a)). Como d(g,h) < e/3, a primeira e a terceira parcelas da 
soma acima são menores do que e/3. Logo d(h(zB), h(a)) > e/3. Assim 
para cada bola B de centro a em M, existe um ponto zg E B tal que 
d(h(xe), h(a)) > €/3, o que prova ser k descontínua no ponto a. 


a se E E 


A 
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CoroLário — Às aplicações descontinuas pertencentes a Bj (M;N) 
formam um subconjunto aberto dêste espaço. 

” Com efeito, tôda aplicação descontínua g : M — N é descontínua em 
algum ponto a Œ M e portanto existe uma bola B(g;e) em B/(M; N) for- 
mada de aplicações descontínuas no ponto a; em particular descontínuas. 

Tomando f : M — N uma aplicação constante, vemos que as aplica- 
ções descontínuas limitadas formam um subconjunto aberto de B(M; N). 


=A Proposição 3 — Os subconjuntos aberios de um espaço métrico M go- 
zam das seguintes propriedades: 


1) o espaço inteiro M e o conjunio-vazio Ø são subconjuntos abertos de M; 


2) se (AM E a Jôr uma família qualquer (finita ou infinita) de subcon- 
juntos abertos de M, sua reunião A = U A» será um subconjunto 


aSa 
aberto de M; 


3) a interseção AM ... N An de uma familia finita de subconjuntos 
Av... An abertos em M é ainda um subconjunto aberto de M. 
Demonsiração: 


1) É claro que M é aberto; para mostrar que Ø é aberto basta notar 
que um subconjunto X C M só deixa de ser abérto quando existe um 
ponto z E X tal que nenhuma bola de centro x está contida em X. 


Como não existe z E Ø, o conjunto vazio não viola a condição que 
define os abertos. 


2) Dado r& A, existe um índice AEA tal que zE A, Como 4, é 
aberto, existe uma bola B(z; €) contida em 4». Logo B(z;e) C A. 


3) Seja rE 4 M...MN An. Para cada ¿= 1,...,n, existe uma bo- 
la aberta B(x;e;) contida em A; Tomemos e = mín. fey,..., En}. 
Então e>0e B(x; €) C B(x;e;) C A; para cada é. Logo B(x;€) CAN 
N... Ar, concluindo a demonstração. 


NA 


CoroLário — Um subconjunto AC M é aberto em M se, e sômente se, 
A é uma reunião de bolas abertas de M. ` 


Como bolas abertas são subconjuntos abertos de M (Prop. 1), tôda 
reunião de bolas abertas é um aberto de M, pela 2.* parte da proposição 
acima. Reciprocamente, se A C M é aberto, para cada zE 4 existe 
uma bola aberta B, com {z} C BC A. Logo, AC y B:CA, o 

1€4 


que mostra ser 4 = U Bz, uma reunião de bolas abertas. 
zE4 
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daddddadddo 


c 


A 
Á 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
a 
A 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
a 
N 
à 
h 
A 
A 
A 
A 
A 
O 
m 
la) 
A 
a 
A 
A 
A 


$2 CONJUNTOS ABERTOS NUM ESPAÇO MÉTRICO 57 


EXEMPLO 


5. Seja X um subconjunto não-vazio de um espaço métrico M. Dado 
€> 0, a “bola aberta” de raio e em tôrno do conjunto X é o conjunto 
B(X; © = U B(z;e), reunião de tôdas as bolas abertas de raio € com 

zEx 
centro em algum ponto z€ X. Pela Prop. 3, B(X;€) é um subconjunto 
aberto de Af. Éle consiste de todos os pontos y E M tais que d(y, x) < € 
para algum z€ X, isto é, B(X; €) = {y E M; dy, X)<6. 


< OpBsERvAaçõES — 1) A interseção de uma família infinita de subcon- 
juntos abertos não é, em geral, um subconjunto aberto. Por exemplo, 
todo ponto zE M é a interseção de tôdas as bolas abertas com centro em z. 
Mas, a menos que z seja um ponto isolado, {x} não é um subconjunto 
aberto de M. 


>%2 A propriedade “A é aberto” não tem um sentido intrínseco, isto 
é, não é uma propriedade do subespaço 4. Ela se refere à situação dos 
pontos de A relativamente aos demais pontos do espaço métrico M. Por 
isso devemos sempre dizer que “A é um subconjunto aberto de M” ou que 
“A é aberto em M”. Pode acontecer que M seja, por sua vez, subespaço 
de um espaço maior N e então pode dar-se o caso de A ser aberto em M 
sem que o seja em N. Por exemplo, o intervalo (0, 1) é um subconjunto 
aberto da reta R. Podemos considerar R C R?, digamos, tomando R como 
o eixo das abscissas (y = 0). Evidentemente, o intervalo (0, 1) não será 
um subconjunto aberto do plano. Num caso como êste, a expressão “A é 
um conjunto aberto” é ambiguu. ` É preciso esclarecer em que espaço se 
diz que A é aberto, -A proposição abaixo caracteriza os subconjuntos 
abertos de um subespaço X C M em têrmos dos abertos de M. xy 


Proposição 4 — Sejam M um espaço métrico e X C M um subespaço. 
Um subconjunto A’ C X é aberto em X se, e sòmente se, A' = AM X, onde A 
é um subconjunto aberto de M. 


Demonstração: Indicando com B’ as bolas abertas de X e com B as 
de M, é claro que B'(x;e) = B(x;)MN X para cada sE X. Pelo coro- 
lário da Prop. 3, A’ C X é aberto em X se, e sômente se, A’ = U B;'= 
= U (B: N X) = (U BJA X = ANX, onde A = U B, é um aberto 
de M. ; 

Cororário — Seja XC M aberto. Um subconjunto A' C X é aberto 
em X se, e sòmente se, A" é aberto em M. 


A proposição seguinte mostra que o conhecimento dos subconjuntos 
abertos determina tôdas as aplicações contínuas. 
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Proposição 5 — Sejam M, N espaços métricos. Para que uma apli- 
cação $:M -> N seja contínua, é necessário e suficiente que a imagem in- 
versa j HA" de todo subconjunto aberto A’ C N seja um subconjunto aberto 
de M. 


Demonstração: Seja f contínua e A’ C N um aberto. Provaremos que 

A = 14 é aberto em M. De fato, para cada ponto «E 4, Ha) E A”. 
Sendo A” aberto, existe e > O tal que 

M i n| B(j(a); © C A’. Sendo f continua 
A no ponto q; ao € corresponde um 
ô> 0 tal que J(B(a; 0) C B((a); 9C 

7) C A’. Masj(B(a; ô) C A' significa 

que B(a; 0) CIA”) = A. Logo, À 
é um aberto pois, contendo um ponto a, contém também uma bola B(a; ô). 


Reclprocamente, suponhamos que f:M —N é tal que, para todo 
aberto A’ C N, A = HA? é aberto em M. Seja a€ M um ponto qual- 
quer. Mostraremos que f é contínua no ponto a. Ora, tôda bola. 
B(J(a);e) = A’ é um aberto de N contendo f(a). Logo, A = f(A’) é um 
aberto de M contendo a. Portanto, existe uma bola B(a; ô) C A, isto é, 
J(B(a; 0) C B(f(a); €), o que conclui a demonstração. 


Escório: Para que a aplicação f : M — N seja continua no ponto a E M 
é necessário e suficiente que, para cada aberto A’ C N, com f(a) E A', exista 
um aberio AC M, com a € M, tal que HA)C A'. 


Cororário 1— Sejam Aı C My..., Ån C Mn subconjuntos abertos. . 


Então AıX ...X An é um subconjunto aberto do produto cartesiano 
MX...xXx Mn. 


Com efeito, as projeções pi:MıX...X M,—>M; são contínuas 


(i=1,2,...,n) logo pr(Ay), pr MAs), ..., Pr An) são subconjuntos 


abertos de M, X ...X Mn e como 
AL X... X An = prHMA)N...M pa MA), 


segue-se da Prop. 3, que 44 X...X A, é aberto em M, X...X Ma. 


Cororário 2 — Sejam f,..., fa: M — N aplicações continuas e 
Qr, - MEN. O conjunto dos pontos E M tais que filx) Æ ay, . . ., falt) = am 


é aberto em M. Be fı... fja: M — R são funções reais continuas é ainda: 
aberto o subconjunto de M definido por 


hm) >0,...,fnlz) > 0. 
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Com efeito, no primeiro caso, sabemos que Ay = N — (m),..., Ay = 


= N — (an) são abertos em N (Ex. 3), logo {z E M; f(x) = 03,..., Jn(x) = 
A On} = HA) N.. -N Ju An) é aberto em M. 


No segundo caso, o conjunto (0,+œ) é aberto na reta. Logo, 
{z EM; fie) > 0,..., fa) > 0) = A(0,0)N...N aO) é aberto 
em M. (É claro que, para alguns valôres de à, poderíamos substituir 
> por < sem que o resultado deixasse de ser válido.) 


Osservação — A imagem direta f(A) de um subconjunto aberto 
ACM por uma aplicação contínua f : M — N não é necessàriamente um 
subconjunto aberto de N. Por exemplo, se f : R— R é a função real con- 
tínua definida por f(z) = z?, para qualquer intervalo aberto (—a, a) = A, 
a imagem f(4) é o intervalo [0, a?), que não é um subconjunto aberto da 
reta. 


Uma aplicação f: M — N que transforma cada subconjunto aberto 
ACM num subconjunto aberto (A) C N chama-se uma aplicação aberta. 


Uma aplicação aberta pode não ser contínua. Por exemplo se f : M > N 
é uma aplicação contínua e biunívoca, de M sôbre N que não é um homeo- 
morfismo, então f? :N —> M é uma aplicação aberta (cf. Prop. 5) descon- 
tínua. (Vide Cap. II, 83.) 

Todo homeomorfismo A:M —>N é uma aplicação aberta pois 
k=h!:N—>M é contínua e portanto, para cada aberto À C M, h(4) = 
= kMA) é aberto em N, pela Prop. 5. Na realidade, o seguinte fato mais 
preciso é uma consegiência imediata da Prop. 5. 


Prorosição 6— Sejam M e N espaços métricos e h:M >N uma 
aplicação biuntvoca de M sôbre N. A condição necessária e suficiente para 
que h seja um homeomorfismo de M sôbre N é: para cada X C M, h(X) é 
aberto em N se, e sômente se, X é aberto em M. 


Demonstração: Öbvia. 


Cororário — Sejam d e d métricas no mesmo conjunto M. Para que 
de d sejam equivalentes, é necessário e suficiente que os espaços métricos, 
(M, d) e (M, d’) possuam os mesmos subconjuntos abertos. 

Depois dos homeomorfismos, as aplicações abertas mais importantes 
são as projeções. 


Proposição 7 — Seja M = M, X... X Ma um produto cartesiano de 
espaços métricos. Cada projeção p: :M —> M; (i = 1, 2,... n) é uma apli- 
cação continua aberta. 


Demonstração: Em virtude do Corolário acima, não faz diferença qual 
das 3 métricas usuais consideramos em M. Escolhamos então d(x, y) = 
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= máx. (de, Y1) o dim), £= (En. .-, En), Y = Wu- Un). Relati- 
vamente a esta métrica, B(x;r) = B(zy; r) X... X Blea;r). Seja ACM 
aberto; provaremos que A’ = pi(4) é aberto em M;. Dado œ; E€ A, 
existe a = (03,...,0-.., M)E A tal que p;(a) = a;. Sendo A aberto existe 
uma bola B = B(a;r) = B(m;r) X...X Bla; 1) X...X B(gm;r) contida 
em A. Segue-se que B(a;r) = p:(B) C pi(Ã) = A”, logo A’ é aberto em 
M;i, como devíamos demonstrar. 


§ 3. Espaços Topológicos 


De acôrdo com a Prop. 5, o fato de uma aplicação f : M — N ser con- 
tínua não depende dos números que exprimem as distâncias entre pontos 
dêsses espaços, mas sômente das coleções de conjuntos abertos de M e de N. 
Isto motiva a consideração do conceito mais geral de espaço topológico, 
onde os conjuntos abertos não são necessâriamente definidos a partir de 
uma distância. Os axiomas a que êsses conjuntos abertos devem satis- 
fazer são sugeridos pela Prop. 3. 

Uma topologia num conjunto X é uma coleção 7 de subconjuntos de X, 
chamados os subconjuntos abertos (segundo a topologia 7) satisfazendo às 
seguintes condições: 


1) X e o subconjunto-vazio Ø são abertos; 


2) a reunião -de uma família qualquer de subconjuntos abertos é um 
subconjunto aberto; 


3) a interseção de uma família finita de subconjuntos abertos é um 
subconjunto aberto. 


Osservação — É equivalente, em vez de 3), afirmar apenas que a 
interseção de dois abertos é um aberto. . 

Um espaço topológico é um par (X,7) onde X é um conjunto e 7 é uma 
topologia em X. Frequentemente se diz apenas “o espaço topológico X”, 
mencionando 7 sômente quando fôr necessário para evitar ambigiúidade. 

Uma aplicação f :X-— Y, de um espaço topológico X num espaço 
topológico Y, diz-se contínua quando a imagem inversa f!(B) de todo aberto 
BC Y fôr um aberto em X. 

A relação (g o JB) = f'(g-'(B)) mostra que a composta g ° f :X > Z 
de duas aplicações contínuas f : X — Y eg: Y — Z é uma aplicação contínua. 

Mais especificamente, f diz-se continua no ponto «E X quando, para 
cada aberto BC Y, com (a) E B, existir um aberto AC X, com a€ À, 
tal que (A) C B. e 
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É fácil verificar que sef : X — Y é contínua no pontoa E Xeg:Y >Z 

é contínua no ponto b = f(a) E Y, então g o f : X — Z é contínua no ponto a. 
— A relação entre essas duas definições é a seguinte: 


Prorosição 8 — Sejam X e Y espaços topológicos. Uma aplicação 
J : X — Y é continua se, e sômente se, é continua em cada ponto z E X. 

Demonstração: Seja f : X — Y contínua. Dados um ponto a€ X e 
um aberto BC Y com f(a) E B, o conjunto 4 = fHB) é aberto em X. 
Como a € A e JA) = j(1(B) C B; isso estabelece a continuidade de f no 
ponto a. Reciprocamente, seja f contínua em cada ponto a E X. Dado 
BC Y aberto, seja A = f (B). Para cada z E€ 4, tem-se Ji) EB e 
como f é contínua no ponto x, existe um aberto 4: C X, com z€ åA., 
(Az) CB. Em outras palavras, tem-se {x} C As C A para cada z € A. 
Logo, A= U {e} C U A: CA, isto é A = U As, Assim, A = fB) 

2&4 zEA z 


é aberto em X, por ser uma reunião de abertos, ef: X — Y é contínua. 

Um homeomorfismo h : X — Y, de um espaço topológico X sôbre um 
espaço topológico Y é uma aplicação contínua e biunívoca de X sôbre Y, 
cuja inversa A-!:Y — X também é contínua. 

Todo espaço métrico M pode ser considerado, de modo natural, como 
um espaço topológico, quando se toma em M a coleção de abertos definidos 
a partir da métrica de M, como no parágrafo anterior. A Prop. 5 mostra 
que, relativamente a essa topologia, as aplicações- contínuas coincidem 
com aquelas definidas no Cap. II por meio de €'s e d's. 

Um espaço topológico X diz-se metrizável quando é possível definir 
uma métrica d em X tal que os abertos definidos por d, de acôrdo com o 
$2, coincidem com os abertos da topologia de X. Nem todo espaço to- 
pológico é metrizável. 


EXEMPLOS 


6. Seja X um conjunto qualquer. Podemos definir uma topologia 
To em X tomando todos os subconjuntos de X como abertos. To chama-se 
a topologia discreta. (X,7o) é um espaço metrizável: basta considerar a 
métrica na qual d(x, y) = 1 para z =y quaisquer. No outro extremo, 
podemos considerar uma topologia 7; em X, na qual os únicos abertos são 
X e o conjunto vazio Ø (topologia caótica). Se X contiver pelo menos 


dois pontos, (X, 71) não será um espaço metrizável, em virtude da Prop. 2, 
Cap. I. 


7. . No plano Rº, definamos uma topologia 7 declarando abertos todos 
os conjuntos que se podem exprimir como reuniões de regiões limitadas 


RR kie eani ama im 
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por quadrados de lados paralelos aos eixos (excluídos os lados em cada 
região). De acôrdo com o corolário da Prop. 3, (R?, 7) é um espaço metri- 
zável, seus abertos sendo provenientes da métrica | — y| = máx.(|z!— y!|, 
la? — i}. 

Sejam 7 e 7’ duas topologias no mesmo conjunto X. 


Diremos que 7 é mais fina do-que 7’ quando T D 7’, isto é, quando 
todo aberto segundo 7º fôr necessariamente aberto segundo 7. Anàloga- 
mente, diremos que 7 é menos fina do que 7’ quando 7 C 7’, ou seja, quando 
dado 4 C X, A € 7 implicar A € 7’. Por exemplo, tôda topologia 7 em 
X é menos fina do que a topologia discreta e mais fina do que a topologia 
caótica, 


Dadas as topologias T e 7º num conjunto X, para que 7 seja mais fina 
do que 7”, é necessário e suficiente que a aplicação identidade à :(X, 7) — 
>(X,7”) seja contínua. Segue-se que, dadas duas métricas d e d’ no 
conjunto M, d é mais fina do que d’ (no sentido do capítulo anterior) se, 
e sômente se, a topologia definida por d em M é mais fina do que a definida 
por d. Podemos então afirmar: 


Para que duas métricas d e d no mesmo conjunto M definam a mesma 
topologia, é necessário e suficiente que elas sejam equivalentes. 


Como em espaços métricos, uma aplicação j :X — Y, de um espaço 
topológico X num espaço topológico Y diz-se aberta quando, para cada 
aberto A C X, J(A) é aberto em Y. iris 


Uma aplicação biunívoca f :X — Y, do espaço topológico X sôbre o 
espaço topológico Y, é um homeomorfismo se, e sômente se, é contínua e 
aberta, 


Os espaços topológicos mais interessantes satisfazem ainda à condi- 
ção de que pontos distintos podem ser “separados” por abertos disjuntos. 


Um espaço topológico X cha- 
ma-se um espaço de Hausdorff (ou 
. espaço separado) quando, dados 
dois pontos arbitrários z x y em X, 
existem abertos 4, BC X tais que 
tEA,vEBeANB=g. 
Em virtude da Prop. 2, Cap. I, 
todo espaço metrizável é um espaço 
de Hausdorff. A recíproca é falsa. (Vide Cap. IV, §6.) Todo espaço 
topológico discreto é de Hausdorff mas a topologia caótica num espaço 
com mais de um ponto não é de Hausdorff. Resulta imediatamente da 
definição que, num espaço de Hausdorff X, o complementar X — (x) 


Pontos z = y num espaço de Hausdorff X. 
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de cada ponto z € X é um subconjunto aberto de X. Esta propriedade 
não é, porém, suficiente para fazer de X um espaço de Hausdorff, como 
se vê no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 


8. Seja X um conjunto infinito. Consideremos a coleção r formada 
pelo conjunto vazio Ø C X e mais os complementares dos subconjuntos 
finitos de X. (Por exemplo, se X = {1, 2, 3,...}, um subconjunto A C X 
pertence à coleção 7 se, e sômente se, existe um inteiro no tal que n 2 no 
implica n € A.) Fazendo uso das relações X — y A= A (X — Ay) 


e X- (4N... NA) =(X-— 4A)U ... U (X — An), verifica-se sem 
dificuldade que 7 é uma topologia em X. Com a topologia 7, X não é 
um espaço de Hausdorff. De fato, dados os abertos não vazios Á, B C X, 
tem-se sempre A N B * Ø pois A = X — F, B = X — G (onde F,G C X 
são finitos) e portanto A N B =X — (FU G). Como X é infinito, 
A NBÆØ.. Em particular, (X, 7) não é metrizável. Evidentemente, 
o complementar X — {r} de cada ponto z € X é um subconjunto aberto 
na topologia 7. 


A noção de espaço topológico permite esclarecer a diferença entre 
as propriedades métricas e as propriedades topológicas de um espaço métrico 
M. As primeiras são invariantes por isometrias e as últimas por homeo- 
morfismos. Por exemplo, o fato de ser a métrica de M limitada, e o pró- 
prio valor do diâmetro ô(M) são invariantes através de uma isometria 
j:M—>N : N =j}(M) será também limitado e ô(N) = ô(M). Mas 
essas não são propriedades topológicas: todo espaço métrico, mesmo ili- 
mitado, é homeomorfo a um espaço métrico limitado; basta substituir a 
métrica d de M por d' = inf. (1,d). Já a propriedade de possuir um ponto 
isolado, por exemplo, é uma propriedade topológica de M : se zé isolado 
em M, para todo homeomorfismo h:M — N, h(x) será isolado em N. 

Em suma: as propriedades topológicas de um espaço métrico M são 
aquelas que podem ser definidas através da coleção de abertos de M, ou 


. seja, cuja validez não se altera quando se troca a métrica de M por outra 


métrica equivalente. 

Discutiremos agora dois métodos bastante úteis de construir novos 
espaços topológicos a partir de outros. qe. 

A) Topologia induzida. Subespaços. Seja f:S—X uma aplica- 
ção de um conjunto arbitrário S num espaço topológico X. A coleção 7 
das imagens inversas IA) dos abertos A C X pela aplicação f é uma 
topologia em S, conforme resulta imediatamente das relações U f (Ay) = 

A 
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= FU AN e FA) O.. .N FA) = F4 N... N An). A topologia 7 
danas a topologia induzida em S pela aplicação f : S => X. 

Se S tem a topologia induzida por uma aplicação f :S— X então, 
pela própria definição, a imagem inversa f(A) de cada aberto A C X é 
aberto em S, de modo que f é contínua. Além disso, qualquer outra to- 
pologia em ;$ segundo a qual f seja contínua deve conter como abertos pelo 
menos os conjuntos f(A) com A C X aberto. Segue-se então que a to- 
pologia induzida, por f:S>X é a menos fina dentre tôdas as topologias 
em § que tornam a aplicação f :S— X contínua. Esta propriedade ca- 
racteriza a topologia induzida. 

O caso particular mais importante da topologia induzida é aquêle 
em que S C X ef reduz-se à aplicação de inclusão i : S — X [onde i(x) = x 
para todo x ES]. Neste caso, dado AC X, tem-se THA) = ANS, 
de modo que a topologia induzida por ¿ em S tem como abertos as interse- 
ções A N S dos abertos 4 C X com o subconjunto S. Munido dessa topolo- 
gia, S chama-se um subespaço do espaço topológico X. Normalmente, 
quando se considera um subconjunto S de um espaço topológico X, to- 
ma-se em § a topologia induzida por X em S, isto é, considera-se S como 
subespaço de X, a menos que se diga explicitamente o contrário. 


EXEMPLOS 


9. Se X fôr um espaço metrizável, então a topologia induzida em qual- 
quer subconjunto SC X também é metrizável. Mais precisamente, se 
a topologia de X é definida por meio de uma métrica d, então a topologia 
induzida em S é definida pela restrição de d ao subconjunto S, conforme 
resulta da- Prop. 4 acima. 


9a. Outra propriedade do espaço X que também é “herdada” pelos 
seus subespaços é a propriedade de Hausdorff. Com efeito, se X é de 
Hausdorff, e SC X, dados z, y E S, com x # y, existem abertos U, V 
em X tais qer E U,yE VeUNV=g. Resulta daí que V= U NS 
e Vı= V NS são abertos em S, com zEU,yEVie n NAV =D, 
de modo que S é um espaço de Hausdorff. 


—.. À topologia induzida goza da seguinte propriedade transitiva: se S 
tem a topologia induzida pela aplicação f : S — X então a topologia indu- 
zida em T pela aplicação g:T—>S é a mesma induzida pela aplicação 
fog:T->X. Isto é mais difícil de dizer do que provar. Basta lembrar 
que (fog)-(A) = {f {A)). Em particular, se TC SC X, a topologia 
de T como subespaço de S (onde S é, naturalmente, considerado como 
subespaço de X) coincide com a topologia de T como subespaço de X. 
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9b) Topologia co-induzida. Espaço quociente. Sejam X um espaço 
topológico, Q um conjunto qualquer e q : X —> Q uma aplicação de X em 
Q. Indiquemos com 7 a coleção dos subconjuntos B C Q tais que q”! (B) 
é aberto em X. Verifica-se fácilmente que 7 é uma topologia em Q, cha- 
mada a topologia co-induzida pela aplicação q. 


Relativamente à topologia co-induzida 7, a aplicação p:X>Q é 
contínua. Além disso, dado C C Q, se C Œ r então gC) não é aberto 
em X. Logo, qualquer topologia estritamente mais fina do que 7 (isto é, 
contendo 7 prôpriamente) torna ø descontínua. Em outras palavras, a 
topologia co-induzida é a mais fina em Q com a propriedade de tornar a 


aplicação p :X ->Q contínua. Êste fato caracteriza a topologia co-indu- 
zida. 


Nas aplicações, desempenha papel de relêvo o seguinte critério de 
continuidade para funções g : Q — Z, onde Z é um espaço topológico qual- 
quer e Q possui a topologia co-induzida por uma aplicação q : X > Q: 


g:Q— Z é contínua se, e sômente se, go o : X — Z é continua. 


Demonstração: Como py : X —>Q é contínua, a continuidade de g im- 
plica a de go y. Reciprocamente, se g o œ :X—Z fôr contínua, então, 
para cada aberto C C Z, HI HC) = (g o JHC) é aberto em X. Pela 
definição da topologia co-induzida, isto quer dizer que g!(C) é aberto em 
Q e, por conseguinte, q :Q — Z é contínua. 


Quando se considera, num conjunto Q, a topologia co-induzida por 
uma aplicação 7X —QQ, não se perde muito em supor que (X) = Q. 
Com efeito, dado qualquer subconjunto C C Q — (X), temos (0) = Ø, 
donde q-(C) é aberto em X e portanto C é aberto em Q. Assim, relati- 
vamente à topologia co-induzida, Q — (X) é um subespaço discreto. Como 
tal, o papel de Q — «(X) na topologia de Q é irrelevante. 


Sejam X um espaço topológico e q : X — Q uma aplicação de X sôbre 
um conjunto Q. Para todo T C Q tem-se y [g-HT)] = T mas, dado SC X, 
em geral tem-se apenas q ![y(S)] D S. Um subconjunto S C X diz-se 
saturado (relativamente a ø) quando q! [p(S)] = S. Isto significa que 
se (z) = g(x’) e r E S então TES. Qualquer que seja T C Q, gT) 
é um subconjunto saturado de X. Segue-se que, para todo S C X, o con- 
junto g` [p(S)] é saturado. Êste é o menor conjunto saturado que con- 
tém S e chama-se o saturamento de S. 


Suponhamos agora que Q tem a topologia co-induzida por y : X > Q. 
Então, dado S C X, o conjunto q(S) é aberto em Q se, e sômente se, o seu 


saturamento ø` [(5)] fôr aberto em X. A demonstração é óbvia mas o 
critério é útil. 
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Um caso fregiente de topologia co-induzida é o seguinte. X é um 
espaço topológico e E uma relação de equivalência em X. No conjunto 
Q = X/E, quociente de X pela relação E, consideramos a topologia co- 
-induzida pela aplicação conôniea q: X — X/E, que associa a cada z E X 
a classe de equivalência (z) que o contém. Esta é a topologia quociente 
em X/B. O espaço topológico X/E é o espaço quociente de X pela relação 
de equivalência E. A aplicação y chama-se aplicação quociente (ou iden- 
tificação). fiste caso particular de topologia co-induzida é essencialmente 
o mais geral possível, como veremos agora. 

Sejam X, Y espaços topológicos e f : X — Y contínua, sôbre Y. In- 
diquemos com E a relação de equivalência definida em X pela aplicação f, 

isto é, «Ex! se, e sômente se, J(x) = jz’). 
= f Y Consideremos a aplicação quociente p :X> 
> X/E. Existe uma única aplicação f: X/E > 


>Y tal que F(y(x) = J(x). Como foyp= 


Ri F =f:X>Y é contínua e X/E tem a topolo- 
gia co-induzida por y, segue-se que f é con- 
x/E tínua. Além disso, f é evidentemente biunf- 


voca e sôbre Y. 


Nem sempre f : X/E — Y é um homeomorfismo. Para que isso acon- 
teça, é necessário e suficiente que a topologia de Y seja co-induzida por f. 

Demonstração: É fácil ver que, para todo C C XJ/E, tem-se q-H0) = 
= j1 F(C). Logo, C aberto em X/E <> q-KC) aberto em X <> f~ [H(C)] aber- 
to em X > F(C)C Y aberto na topologia co-induzida. A afirmação feita 
decorre imediatamente. gap 

Para encerrar estas considerações, observaremos que, se j:X>Y 
fôr uma aplicação contínua e aberta de X sôbre Y, então a topologia de Y 
é co-induzida por f. E 

Com: efeito, dado B C Y, se B fôr aberto então f(B) é aberto, pela 
continuidade de j. Reciprocamente, se /HB) fôr aberto em X então 
J [J (B)] é aberto em Y pois f é aberta. Mas f[f-{B)] = B porque f é 
sôbre B. Logo, BC Y é aberto se, e sômente se, f'(B) é aberto em Y. 

Um caso particular de aplicação aberta é um homeomorfismo local 
f:X> Y. Chama-se assim a uma aplicação f quando todo ponto x E X 
pertence a um aberto U tal que (U) = V é aberto em Y ef é um homeo- 
morfismo de U sôbre V. 

Note-se que, se f é um homeomorfismo do aberto U C X sôbre o aberto 
VC Y então, para cada aberto U’ C U, JU” é aberto no subespaço V 
e por conseguinte é aberto em Y. 

Para mostrar que todo homeomorfismo local f:X —Y é uma apli- 
cação aberta, seja Á C X aberto. Para cada z E ÁA, existe um aberto 


CCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCAL 


2229. 


3739 3399333329393329 332 3292 3 DI-2-3-J-2-. 


- sen 2ri). Lembremos que S! = {(z, y) E R?; R ë E 


53 ESPAÇOS TOPOLÓGICOS 67 


UzC X contendo z, tal que f aplica U, homeomorfamente sôbre um 

aberto Vs C Y. Seja U> = ANU. Como observamos acima, H(U,”) 

é aberto em Y. Segue-se que A = U Uy e f(A) = (U U:) = UJ(U:’) 
zEA4 z z 


é uma reunião de abertos em Y e portanto é aberto em Y. 

Dada uma relação de equivalência E no espaço topológico X, a apli- 
cação quociente q :X’— X/E é aberta se, e sômente se, o saturamento 
qHa(A)) de todo subconjunto aberto A C X fôr ainda aberto. Com 
efeito, (A) é aberto em X/E se, e sômente se, q-I(p(A)) é aberto em X, 
pela própria definição da topologia de X/E. 

Quando q :X> X/E é aberta (isto é, quando o saturamento de todo 
aberto de X é ainda aberto em X) a relação de equivalência E diz-se uma 
relação aberta. 


EXEMPLO 


10. Consideremos, no conjunto R dos números reais, a relação de 
equivalência, indicada com z =y (mod. Z), que significa z — y € Z (isto 
é, a diferença entre os números reais z, y é um inteiro). Seja R/Z o espaço 
quociente. A aplicação quociente p :R— R|Z é aberta. Com efeito, 
para cada aberto A C R, q(y(4)) = saturamento de A = U (A+n), 


nEZ 
onde indicamos com 4 + n a imagem de A pela translação Th : 1T — £ + n, 


a qual é um homeomorfismo T, :R— R. Assim, para cada n, A + 9... 
é aberto em R donde q-H(p(A)) é aberto. Observemos que, se Ja = 
=(a,a-t+1) é qualquer intervalo aberto de comprimento 1, então dois 
pontos distintos x, y E Ja não são equivalentes e portanto ọ :R — R/Z 
aplica Ja (contínua e) biunivocamente em R/Z. Como q é aberta segue-se 
que « é um homeomorfismo de Ja sôbre um subconjunto aberto de R/Z. 
Ora, todo ponto rE R pertence a algum intervalo aberto Ja. Logo, 
p:R— RIZ é um homeomorjismo local. 

Gostaríamos agora de identificar o espaço quociente R/Z com um 


objeto mais “concreto”. Para tal, examinaremos a aplicação exponencial 
E: R — S!, definida por É(t) = ert = (cos 27t, 


z? +y? = I} é o círculo unitário do plano. f 
Evidentemente, é(t) = E(t”) se, e sômente se, N A 
t—ť EZ, de modo que a relação de equi- t 
valência definida por É em R é a mesma con- RIZ 

siderada acima. Temos, portanto, a decom- 

posição É = É cy, onde É, :R/Z— S! é contínua, biunívoca e sôbre SI. 
Queremos provar que $; : R — R/Z é um homeomorfismo. Daí resultará que 
o espaço quociente R/Z pode ser naturalmente identificado ao círculo 81. 
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Inicialmente, mostraremos que a aplicação exponencial ¢:R— S! 
é um homeomorfismo local. 


fe 


Tomemos, por exemplo, um intervalo aberto da forma (n, n + 1/2), 
n E Z, e provemos que É o transforma homeomorfamente sôbre o semi- 
círculo Norte N = {(z, y) E S!;y > 0). Ora, a projeção py : N — (—1, 1), 
dada por px(z, y) = z, é um homeomorfismo, cujo inverso é PN) = 
= (2,1 — x°). Também a aplicação composta pvo £: (n, n + 1/2)— 
—> (—1, + 1), dada por t-> cos 2 xt, é um homeomorfismo, como resulta 
das propriedades elementares do co-seno. Logo, E = ppo (py o E) é um 
homeomorfismo de (n, n + 1/2) sôbre o semicírculo aberto N C Si, Con- 


siderando o semicírculo Sul S = ((x,y) E S1; y < 0} e a projeção ps: S—> ` 


— (—1,+ 1), definida por ps(x,y) = z, com ps*:(-1, +1)>S dada 
por ps’ (z) = (x, — V1 — 2?) veríamos que É aplica cada intervalo aberto 
da forma (n — 1/2, n), n E Z, homeomorfamente sôbre o semicírculo S, 
que é um aberto em S!. Anàlogamente, os intervalos da forma (n — 1/4, 
n + 1/4) e (n+ 1/4, n-+3/4) são transformados homeomorfamente 
por É nos semicíreulos Leste e Oeste. Como os intervalos dêsses 4 tipos 
cobrem R, segue-se que É:R — S! é um homeomorfismo local, 

Em particular, E:R—» S! é uma aplicação aberta, donde S! tem a 
topologia co-induzida por É e portanto & : R/Z — S! é um homeomorfismo. 

De um modo mais geral podemos considerar, no espaço euelidiano R”, 
o subconjunto Z” formado pelos vetores v = (mi,..., Mn) cujas coorde- 
nadas My... Mn são inteiras. Dados z,y E R”, eserevamos =y 
(mod. Z”) para indicar que z — y E Z”. Obtemos assim uma relação 
de equivalência em R” e o espaço quociente será indicado com R"/Z2". A 
aplicação quociente q :R” — R"/Z” é aberta. Com efeito, para cada 
v € Z”, a translação z>2z +» é um homeomorfismo de R”. Logo, se 


pela translação «> x +», é também aberto em R”. Assim, o saturado 
goela) = U (A +v») de um subconjunto aberto A C R” é ainda 
ez 


v 
aberto, o que prova a afirmação feita. 


E É . eaen 


' 
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Seja agora T” = S!X...X S! o toro n-dimensional, produto carte- 
siano de n cópias do espaço métrico S!. A aplicação E: R” —> R” definida 
por En(xl, ..., 2”) = (Efc), ..., E(x”)) é um 
homeomorfismo local de R” sôbre o toro T”. A” En r’ 
Isto resulta imediatamente do corolário da 
Prop. 5 (vide $ 2) e da propriedade de ser q 
um homeomorfismo local. Tem-se um dia- F 
grama comutativo e, como anteriormente, a Sn 
aplicação En é um homeomorfismo do espaço RV z 
quociente R”/Z” sôbre o toro T”. 

Muitas vêzes, para introduzir uma topologia num conjunto X, não é 
preciso descrever todos os abertos de X mas apenas os abertos “básicos” 
de acôrdo com a definição abaixo. 

Uma base de abertos ou, simplesmente, uma base num espaço topoló- 
gico X é uma coleção 8 de subconjuntos abertos de X, chamados abertos 
básicos, com a seguinte propriedade: 

Todo subconjunto aberto A C X se exprime como reunião A = U By 
de abertos By pertencentes a $. 


Por exemplo, as bolas abertas constituem uma base para a topologia 
de um espaço métrico M. Outra base de M é formada pelas bolas abertas 
de raio racional em M. Com efeito, tôda bola aberta B(x; €) é reunião 
das bolas abertas de raio racional r <€:B(x;e) = Y B(x;r). Logo, 

<e 
todo aberto de M, sendo reunião de bolas, B(x; €), E também reunião 
de bolas B(x;r), r racional. 


Dadas métricas equivalentes d e d” no mesmo espaço M, as bolas aber- 
tas segundo d e as bolas abertas segundo d’ constituem duas bases $ e B' 
para à topologia de M. 


Prorosição 9 — Seja X um espaço topológico. Uma coleção B de 
abertos de X constitui uma base em X se, e sômente se, para cada aberto 
AC X e cada ponto z E A existe um conjunto B, E Btal que x E Bs C A. 

Demonsiração: zEB.CA significa tz) CB.CA e portanto 


A= U {fC U B:C4A, donde A = U B.. Assim, se a condição é 
sCA zE 4 


satisfeita, todo aberto A C X é reunião de elementos de $ e por conseguinte 
9 é uma base. Reciprocamente, se todo aberto A C X se escreve como 
A= U By BES, dado vE 4 existe algum À tal que r E€ BC A. 
Ponha Bz = B). 

Resulta da proposição acima, que em todo espaço métrico M, as bolas 
abertas de raio 1/n, n inteiro positivo, constituem uma base para a topo- 


logia de M. 
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Proposição 10 — Seja B uma coleção de subconjuntos de um conjunto X. 
Pora que Ņ seja base de uma topologia em X é necessário e suficiente que se 
cumpram as condições abaixo: 


1) para cada z E X, existe BE $ tal que z EB, 


2) se z E Bı N Bz, onde Bı, B2 E B, então existe BE B tal que z E B C 
C B: NB». (Esta condição é cumprida, em particular, quando B; NB; E B.) 


Demonstração: Seja 8 uma coleção com as propriedades acima. Con- 
sideremos a coleção 7 de tôdas as partes 4 = U Bı de X, que se exprimem 
como uma reunião de conjuntos BE $B, e mais o conjunto vazio Øg. Em 
virtude de 1), a reunião de todos os B € B é X, logo, X E 7. Pela própria 
definição de 7, é claro que a reunião de uma família qualquer de elementos 
de 7 ainda pertence a 7. Finalmente, se 4 = U Bye A’ = U B, perten- 
cem a 7, então A N A’ = U (Ba N Bp). Ora, a propriedade 2) diz que 
cada By MN By é reunião de conjuntos pertencentes a B. Logo, A N A’ 
é reunião de conjuntos pertencentes a B. Assim, verifica-se que 7 é uma 
topologia em X, que admite B como base. A recíproca é deixada como 
exercício. 


Um exemplo importante de topologia definida por nma base é o seguinte: 


Topologia produto — Sejam X4,..., Xn espaços topológicos. No con- . 


junto X =X X X:X...X Xn, produto cartesiano dos X;, consideremos 
a coleção B, formada pelos “abertos elementares” A = A, X...X An, 
onde 4, C X,,...,4nC Xn são abertos. „Como (A1 X...X An) N (Bı X 
X... X Ba) = (A N B) X... X (An N Ba), segue-se da Prop. 10 que 
B é base de uma topologia em X, chamada a topologia produto. Normal- 
mente, ao considerar o conjunto X = X, X...X Xn como espaço topo- 
lógico, é a topologia produto que se toma em X. 

“Um aberto da topologia produto é portanto uma reunião de abertos 
elementares. 


Proposição 11 — A topologia produto em X =X, X...X Xn lem as 
seguintes propriedades: 

a) As projeções pi: X — X; são continuas e abertas. 

b) Dado um espaço topológico Z, uma aplicação f : Z — X, com J(z) = 
= (f(2),..., fa), é contínua num ponto b E Z se, e sômente se, cada coor- 
denada f; = piof:Z— X; é continua no ponto b. 

o) Se Xy..., Xn são metrizáveis, X é metrizável e sua topologia pode 
ser definida por qualquer das 3 métricas usuais num produto. 

Demonstração: a) Se AC X; é aberto então pr(A) = X,X...X 
XX XAX Xim X...X Xn é aberto em X, logo p; é continua. Se 
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U=AX...X A, é um aberto elementar em X então p: (U) = A; é 
aberto em X;. Ora, todo aberto A em X é uma reunião 4 = U Ux de aber- 
tos elementares, logo, p:(4) = y p:(Ux) é aberto.em X;. 


b) Se f é contínua num ponto bE Z então cada f= pof é 
contínua em b, em virtude da primeira parte. Recìprocamente, se cada fi- 
é contínua no ponto b, seja V um aberto arbitrário em X com f(b) = 
= (fb)... fa) E V. Pela definição da topologia produto, existem 
abertos A;C X; tais que (DE AX...X Án CV, isto é Jd) E 
E An... fab) E An. Pela continuidade das aplicações jy..., Jna existe, 
para cada i, um aberto B; em Z, com b; € B; e J(B;)) C A; Assim, B = 
=B, MN... N Bn éum aberto em Z, comb E Bef(B) C Ay,.., fa(B)C An 
donde J(B) C JB) X ...X fa(Bn) CA X...X An CV, como queria- 
mos demonstrar, i 


c) Observamos inicialmente que, em geral, se 9; é uma base 


em X,i=1,...,n então os abertos elementares da forma Bı X... X Bn 
com B; E B; ainda formam uma base da topologia produto em X. Para 
cada à = 1,...,n, seja d; uma métrica que define a topologia de X;. To- 


mando em X a métrica d(x, y) = máx. (di(z; y:)} as bolas abertas de X coin- 
cidem com os abertos elementares Bı X... X Bn, onde cada B; é uma bola 
aberta em X;. Segue-se que d define a topologia produto em X. 


§ 4. Interior, Fronteira e Vizinhança 


Seja S um subconjunto de um espaço topológico X. Um ponto v E€ § 
chama-se um ponio interior de S quando existe um aberto 4 de X tal que 
EACS. 


O interior de S é o conjunto int.(S) formado pelos pontos interiores 
de 8. i 


Prorosição 12 — O interior de um conjunto S, num espaço topológico X, 
é a reunião de todos os subconjuntos abertos de X que estão contidos em S. 
Em particular, int.(S) é aberto em X. 


Demonstração: Seja Á = U Á a reunião de todos os abertos 4, CS. 
Então, A é aberto em X e 4 C S, logo, z € À implica x E int(S). Assim, 
A Cint(S). Reciprocamente, sew € int.(S) existe um aberto A" em X 
tal que rE A'C S. Logo, A’ = A, para algum À e portanto 4º C A. 
Isto mostra que z € A, donde int.(S) CA. C.Q. D. 


A proposição acima significa que int.(S) é o maior subconjunto. aberto 
de X contido em S. 
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Num espaço métrico M, um ponto z pertence ao interior de um sub- 
conjunto S se, e sômente se, existe uma bola aberta B(x; r), de centro x, 
inteiramente contida em S. 


Corozário — S é aberto se, e sômente se, S = int(S). 


EXEMPLOS 


11. Um (conjunto reduzido a um) ponto z € X tem interior não va- 
zio se, e sômente se, x é um ponto isolado. Todo subconjunto finito do 
espaço euclidiano R” tem interior vazio. O conjunto dos números racio- 
nais da reta (e também o conjunto dos números irracionais) tem interior 
vazlo. 


12. Todo subespaço vetorial L de um espaço vetorial normado E, com 
L Æ E, tem interior vazio. No espaço euclidiano R”, o interior de uma 
bola fechada D(a;r) é a bola aberta B(a;r) de mesmo centro e mesmo 
raio. Num espaço métrico arbitrário, pode-se afirmar apenas que B(a;r) C 
C int.(D(a;r)). No espaço M = (x,y) E R?;y <1),0 ponto p = (0,1) 
é interior ao quadrado {(z, y) E M; |z| < 1, |y] <1} mas não é interior 
ao disco {(x, y) E M; x? +y? < 1}. Se f:X->R é contínua e f(z) > O 
então xo é um ponto interior ao conjunto (x E X;J(x) > 0). 


Num espaço topológico X, diz-se que um conjunto V é uma vizinhança 
de um ponto x € X quando x E int.(V). Isto quer dizer, naturalmente, 
que V contém um aberto que contém z. 


A seguinte proposição decorre imediatamente das definições: 


Proposição 13 — a) Um conjunto A é aberto num espaço topológico x 
se, e sômente se, é uma vizinhança de cada um dos seus pontos. 


É » Sejam X, Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X —> Y é con- 
tinua no ponto a E X se, e sòmente se, para cada vizinhança V do ponto Ja) 
em Y existe uma vizinhança U do ponto a em X tal que KU) C V. 


A fronteira de um subconjunto S de um espaço topológico X é o con- 
junto fr.(S) formado por todos os pontos x E X tais que tôda vizinhança 
de x contém pontos de S e do complementar X — 5S. aa 


Em outras palavras, para que z € fr.(S) é necessário e suficiente que x 
--não pertença nem ao interior de S nem ao interior de X — S. 


Num espaço métrico M, x E fr.(8) se, e sômente se, para cada e > 0 
existe um ponto sES e um ponto LE M — S tais que d(s, q) < ce 
d(t, x) < e. 
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EXEMPLOS 


13. Seint(S) = Ø, então, S C fr.(S). Todo ponto de S que não 
pertence a int.(S) pertence a fr.(S). Um 7 
conjunto S é aberto se, e sômente se, 
SNtfr(S) = Ø. No espaço R”, a fron- 
teira de uma bola (aberta ou fechada) de 
centro a æ raio r é a esfera S(a,r). A 
fronteira do conjunto Q dos números 
racionais é tôda a reta R. Em geral, 
alguns pontos da fronteira de S perten- 
cem a &, outros não; por exemplo, se 
S= {(z, y) E Rr? +y <l, y>} a 
fronteira de S no plano consiste do se- 
micírculo z? + y? = 1, y >0 e mais o segmento —1<7<1, y=0. 
O semicírculo está contido em S, o segmento não. 


OBSERVAÇÃO — Assim como a noção de conjunto aberto, os conceitos 
de interior e de fronteira de um conjunto são relativos, isto é, se S C X eo 
espaço X é subespaço de um espaço topológico maior Y, o interior de S$ 
em X e'a fronteira de S em X não coincidem com o interior e a fronteira 
de S em Y. Por exemplo, seja S = [a, b] um intervalo fechado da reta R. 
O interior de [a, b] na reta é o intervalo aberto (a, b) e a sua fronteira é o 
conjunto! {a,b} formado pelos dois pontos extremos. Considerando, en- 
tretanto, R como o eixo das abscissas do plano R?, o interior de [a, b] em R? 
é vazio e sua fronteira é (portanto) o próprio intervalo [a, b]. Êste exem- 
plo mostra também que (usando uma notação evidente) se S C X C Y, 
não é verdade que int.x(S)=X N int.y(S) nem que fr.x(8) = X N fr.yv(S). 
Quanto ao conceito de vizinhança, êle também é relativo, mas vale a seguinte 


Prorosição 14 — Sejam Y um espaço topológico, X um subespaço de 
X, e x um ponto de X. As vizinhanças de x em X são as interseções V NX, 
onde V é uma vizinhança de x em Y. 


Demonstração: Sabemos que os subconjuntos abertos de X são as 
interseções 4 N X, onde Á é aberto em Y. Se V é uma vizinhança de x 
em Y, então existe A aberto em Y com zE AC V e portanto sz EAN 
NXCYNXe portanto V N X é uma vizinhança de z em X. Recd- 
procamente, se U é uma vizinhança de z em X então existe 4 aberto em Y 
tal que ZzEANXCU. Seja V=AUU. Então, claramente, V é 
uma vizinhança de x em Y. Além disso, VNX=4UW)NX= 
=(ANDUUND=(ANDUUV=U, logo, U=VNX é da 
forma desejada. 
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§ 5. Conjuntos Fechados 


Um subconjunto F de um espaço topológico X diz-se fechado quando 
o seu complementar X — F é aberto. 


A fim de que F seja um subconjunto fechado de X, é necessário e sufici- 
ente que, para cada ponto x Œ X — F exista um aberto Uz, com z E Us C 
C X-F, isto é rE U, eU.MNF=g. 


Com efeito, esta propriedade significa que X — F = U U,zxEX- F, 
é uma reunião de abertos, logo, X — F é um conjunto aberto. (Prop. 2 da 
definição de conjunto aberto.) 


Prorosição 15 — Os subconjuntos fechados de um espaço topológico X 
gozam das seguintes propriedades: 


1) o conjunto vazio Ø e o espaço inteiro X são fechados; 


2) a interseção F = N Fy de uma família qualquer (Fy) a&A (finita ou in- 
finita) de subconjuntos fechados Fx C X é um subconjunto fechado de X; 


3) a reunião F =FU...UF, de um número finito de subconjuntos fe- 
chados F1,...,FaC X é um subconjunto fechado de X. 


Demonstração: Usa-se sistemâticamente a Prop. 3. 


1) X e Ø são complementares dos conjuntos abertos Ø e X, respectiva- 
mente, logo são fechados. 


2) Seja 4y=X— Px. Cada An é aberto em X, logo, 4 = U An é tam- 
bém aberto. Como F=NA=N(X-A)=X-UA=X-A, 
segue-se que F é fechado. 

3) Novamente, os conjuntos Á; = X — F,...,An=X-— F, são abertos. 


Logo, A N...N An é aberto e AU...U Fa = (X — A)U.. U 
U (X — 4;) = X — (41 N. . -N An é fechado. 


Proposição 16 — Sejam X e Y espaços topológicos. Para que uma 
aplicação f: X — Y seja continua, é necessário e suficiente que a imagem 
inversa fi(P') de todo subconjunto fechado F’ C Y seja um subconjunto fe- 
chado em X. g 


Demonstração: Seja f :X —Y contínua. Dado F’C Y fechado, 
Y — F' é aberto. Pela prop. 5, fY — F’) = X — f- (F') é aberto e por- 
cada fechado em Y é um fechado em X, dado um aberto ÆA’ CY, 
F(Y — A) = X — FIA? é fechado em X, donde f 4” é aberto e, pela 
Prop. 5, f é contínua. 
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CoroLário — Seja |: X — Y biunívoca de X sôbre Y. A fim de que f 
seja um homeomorfismo, é necessário e suficiente que a seguinte condição seja 
satisfeita: dado P C X, J(P) é fechado em Y se, e sómente se, P é fechado em X. 


EXEMPLOS 


14. Os intervalos fechados (— o,a]=R- (a, + œ), [b, + œ) = 
=R-— (— 5, b) e [a,b] = R— [(~ ~,a) U (b, + œ)] são subconjuntos 
fechados da reta, pois são complementares de conjuntos abertos. 


15. Tôda bola fechada D(a;r) num espaço métrico M é um subcon- 
junto fechado de M. Isto pode ser verificado diretamente, mostrando-se 
que {x E M; d(z, a) > r} é aberto em M, mas é também uma conseqüên- 
cia da Prop. 16 acima. Com efeito, a função real f : M — R, definida por 
jiz) = d(x, a), é continua e D(a; r) = f({0,7)). Como [0,r] é um sub- 
conjunto fechado da reta, sua imagem inversa D(a; r) é fechada em M. 


16. Num espaço de Hausdorff X, todo ponto x é um subconjunto 
fechado de X. Com efeito, para cada y € X — x, existem abertos Ay, By 
tais que x E Áy, y E By, Ay N By = Ø. Em particular, y E By, C X — zx 
e portanto z é fechado em X. Segue-se que todo subconjunto finito 
fts... Zn) C X é fechado. A recíproca é falsa: o espaço topológico de- 
finido no Ex. 8 não é de Hausdorff, mas seus pontos são subconjuntos fe- 
chados. Note-se o caso particular dos espaços métricos: todo ponto de 
um espaço métrico M é um subconjunto fechado de M, pois M é um espaço 
de Hausdorff. 


17. Na linguagem corrente, as palavras aberto e fechado exprimem 
idéias mútuamente contraditórias. Mas, num espaço topológico X, um 
subconjunto pode ser simultâneamente aberto e fechado como, por exemplo, 
o espaço inteiro X e o conjunto vazio 2. Também, no caso extremo de 
um espaço discreto X, todo subconjunto de X é aberto e fechado. Um 
exemplo menos trivial é o seguinte. Seja MW =R — (0) o conjunto dos 
números reais diferentes de zero, com a métrica induzida da reta. Então, 
M=(-0,0)U(0, +). Cada um dêstes dois intervalos é evidente- 
mente aberto em M. Por outro lado, cada um dêles também é fechado, 
porque tem o outro (um conjunto aberto) como complementar em M. 


18. Uma reunião infinita de subconjuntos fechados de um espaço 
topológico X não é necessãriamente um subconjunto fechado de X. Isto 
resulta, por passagem 20 complementar, do fato de que a interseção de uma 
família infinita de abertos pode não ser um aberto. Observamos ainda que 
qualquer subconjunto de um espaço de Hausdorff é reunião de uma família 
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de fechados (a saber: seus pontos), mas êsse conjunto pode näo ser fecha- 
do como, por exemplo, o conjunto Q dos números racionais na reta R. 


19. Uma aplicação f :X— Y (X ,Y espaços topológicos) diz-se fe- 
chada quando a imagem j(F) de todo subconjunto fechado F C X fôr um 
subconjunto fechado de Y. Uma aplicação biunívoca f:X—Y &é um 
homeomorfismo se, e sòmente se, é contínua e fechada. A existência de 
aplicações fechadas não-contínuas e contínuas não-fechadas é assegurada 
pelo fato de que há aplicações contínuas e biunívocas de X sôbre Y que não 
são homeomorfismos. Um exemplo notável, de um tipo de aplicação con- 
tínua que é aberta mas não fechada, é dado pelas projeções p: : X; X...X 
X Xna — X;, de um produto cartesiano em um dos seus fatôres. Conside- 
remos, por exemplo, a projeção pi:Rº>R, pi(x,y) =x. A hipérbole 
F=((eyER?,zy=1)éum subconjunto fechado do plano, pois é a 
imagem inversa F = m-1) do ponto 1 Œ R pela aplicação contínua 

-m:R?—R, m(x,y)=2-y (Cap. II, Prop. 2, Corol. 1). Entretanto, 
pı(F)} = R — (0) não é um subconjunto fechado da reta. 


20. Sejam X,Y espaços topológicos, Y um espaço de Hausdorff. 
O gráfico de uma aplicação contínua f : X — Y é um subconjunto fechado 
GH) = (x, IX) E X X Y; x E X} do espaço produto X X Y. Com efei- 
to, se (zo, Y0) E X X Y — G(f) então yo f(xo). Como Y é um espaço 
de Hausdorff, existem abertos V, W em Y, com yE V, Ja)EW 
eV N W = Ø. Sendo f contínua, existe um aberto U em X, com z E U 
eU) C W. Logo, J(U) N V = Ø, isto é, se z E U então f(x) € VPor- 
tanto, U X V é um aberto em X X Y, contendo (xo, Y») e sem pontos em 
comum com G(f). Isto prova que G(f) é fechado. Em particular, a dia- 
gonal A = {(z, z); £ E Y} é um subconjunto fechado do produto Y X Y 
pois é o gráfico da aplicação identidade Y > Y. 


21. Seja (fe)aca uma família arbitrária (finita ou não) de funções 
reais contínuas fa: X — R, definidas num espaço topológico X. O con- 
junto dos pontos z E X tais que f(z) < O para todo œ E A é um subecon- 


junto fechado de X. Com efeito, tal conjunto é igual à interseção 
MN 4— œ, 0]) dos conjuntos fechados fa H(— œ, O]), cada um dos quais 
a 


é a imagem inversa do conjunto fechado (— œ, 0] da reta, pela função con- 
tinua fe. O mesmo resultado vale com > ou = em lugar de <, ou com 
qualquer combinação dos 3 sinais. 


22. Sejam Fı C Xy...,Fa C Xn subconjuntos fechados. Então, 
FıX...X Fn é um subconjunto fechado do produto Xı X...X Xn. Com 
efeito, Fa X...X Fn = pr! (F) N... pr MF) e cada projeção p; :Xı X 
X...X X,> X; é contínua. 


CCXTCCETCCECTCCTCCCCCCATCECTXECXCCACCECCCCCALCLCLÇAL- 
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As Props. 15 e 16 sugerem que se defina uma topologia num conjunto X 
como sendo uma coleção % de partes de X, chamadas os subconjuntos je- 
chados de X, de tal modo que Ø, X € %, uma interseção qualquer e umå 
reunião finita de partes em % pertençam ainda a §. Então, uma aplicação 
f:X>Y será chamada contínua quando, para cada subconjunto fechado 
F CY, sua imagem inversa f-!(F) fôr um fechado de X. fiste método de 
definir um espaço topológico é inteiramente equivalente ao que foi adotado. 
no texto: dada a coleção %, os complementares À = X — F dos conjuntos 
F E % constituem uma topologia no sentido do $ 3 e vice-versa. 


EXEMPLOS | 


23. Seja X um subespaço do espaço topológico Y. Os subcon- 
juntos fechados de X são as interseções FMX dos subconjuntos fe- 
chados F C Y como subespaço X. Com efeito, como a inclusão i:X —» Y 
é uma aplicação contínua, para cada fechado F C Y, iF) deve ser fechado 
em X. Mas F) = F NX, logo os conjuntos F MN X são todos fecha- 
dosem X. É fácil ver, porém, que tais conjuntos cumprem as condições 
acima mencionadas para que sejam fechados de uma topologia em X. Como 
a topologia induzida por Y em X deve ser a menos fina que torna i contínua, 
concluímos que ela tem por fechados os conjuntos F N X, FC Y fechado, 
e nenhum outro. Em particular, se X fôr fechado em Y, então um sub- 
conjunto F C Y é fechado em X se, e sômente se, F é fechado em Y. 


24. Sejam X, Y espaços topológicos, F4,....,F, subconjuntos fechados 
de X tais que X = F iU F- U ... U Fae f:X—Y uma aplicação tal 
que as restrições j; = f|F;:F;— Y são tôdas contínuas (i= 1,..., n). 
Então, f: X — Y é contínua. Com efeito, dado F C Y fechado, temos 
JNF) = JF) U...U Ja (F). Ora, pela Prop. 16, cada f:(F) é fechado 
em F; e portanto fechado em F. Assim, f-!(F) é fechado em X e, atnda 
pela Prop. 16, segue-se que f é continua. 


Esta observação é de grande utilidade para a definição de aplica- 
ções contínuas por meio de diferentes construções, cada uma delas efetuada 
numa parte fechada. Por exemplo, dados um espaço topológico X e duas 
aplicações contínuas 7:[0,0]->X, g:[a,1]>X, tais que f(a) = gla), 
onde 0< a < 1, a aplicação h:[0,1]— X, definida por h(t) = j(t), para 
O<t<aeh(t) = gli), para a < t < 1 é contínua. 

Prorosição 17 — Sejam X um espaço topológico e M um espaço mé- 
trico. Dada f :X —> M, as aplicações que estão a uma distância finita de f > 
e são continuas num dado ponto a E X formam um subconjunto fechado do 


` espaço BAX; M). 


Demonstração: Observar primeiro que a Prop. 2 vale para aplicações 
definidas num espaço topológico; basta substituir, na demonstração, tôda 
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“bola B de centro a” por “vizinhança V de q”. Seguese a Prop. 17 
desta observação e da definição de conjunto fechado. 


COROLÁRIO — As aplicações contínuas formam um subconjunto fechado 
de B(X; M). Em particular, as-aplicações continuas limitadas formam 
um subconjunto fechado de BMX; M). 

Indicam-se com C(X;M) C BAX; M) e CX; M) C H(X; M) os 
subespaços dêsses espaços, formados pelas aplicações contínuas (X é um 
espaço topológico e M um espaço métrico). 

Seja S um subconjunto de um espaço topológico X. Um ponto z E X 
diz-se aderente a S quando tôda vizinhança de z em X contém pelo menos 
um ponto de S. O conjunto dos pontos de X que são aderentes a S cha- 
ma-se 0 fecho de S e indica-se com a notação 8. Assim, z € $ se, e sò- 
mente se, para todo aberto 4 do espaço X, z E A implica ANS x Ø. 

Evidentemente, S C 8 qualquer que seja SC X. 


Prorosição 18 — O fecho de um subconjunto S num espaço topológico X 
é a interseção de todos os subconjuntos fechados de X que contém S. 


Demonstração: Seja (FyreL a família de todos os fechados de X 
que contém S. Então, Aa = X — Fx, À E L, são todos os abertos de X 
contidos em X — S. A definição de ponto aderente significa que z € S 
se, e sômente se, x GEint(X — S). Ora, int(X — S) = U A}. Logo, 


S= X — int(X — 9 = X — UA = NX ~- AX= NF 
como devíamos demonstrar. 


Corozário 1— F C X é fechado se, e sômente se, F = P. 


‘€om efeito, o fecho de qualquer conjunto é um subconjunto fechado 
por ser uma interseção de fechados. Logo, se F = F, F é fechado. Rec- 
procamente, se F é fechado, então F pertence à família dos fechados de X 
que contém F e, por conseguinte, a interseção dessa família é F, isto é, F = F. 


Corozário 2— O fecho de um conjunto S num espaço topológico X 
é o menor subconjunto fechado de X que contém 8. M ais precisamente: 

1) 8 é fechado em X; 

2 D5; 

3) se F é um subconjunto fechado de X que contém S, então, FD 5. 


Basta demonstrar a terceira afirmação. Ora, se F é fechado e F D S, 
então F é um dos F) e, portanto, F contém a interseção dos Fy, isto é, F D 8. 


OzspRvAÇÃo — As 3 propriedades expressas no Corol. 2 caracterizam 
o fecho S pois significam que Š é o menor elemento do conjunto (parcial- 
mente ordenado por inclusão) das partes fechadas de X que contêm S. 
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Corozário 3 — Seja X um subespaço do espaço topológico Y. O fecho 
(rlativamente a X) de um subconjunto S C X é a interseção de X com o fecho 
de Sem Y. 

Com efeito, seja (Fa)r€L: à família dos subconjuntos fechados de Y 
que contém S. Então (vide Ex. 24), a família dos subconjuntos fechados 
de X que contém S é (Fa D X)ez. O fecho de S em X é portanto igual a 
N (Fa N X) = (N FX} O X, o que demonstra o corolário. 


Prorosição 19— Seja S um subconjunto de um espaço métrico M. 
Então, x E S se, e sômente se, d(z, 8) = O. 


Demonstração: No espaço métrico M, um ponto z pertence ao fecho 
de S se, e sômente se, tôda bola aberta de centro x contém algum ponto de S. 
Ou seja, z € I se, e sômente se, para cada €>0 existe yES com 
d(z,y) < e. Esta última condição, porém, significa que d(z, 8) = 
= inf. {d(z, y); y ES) = 0. 

Cororário — Para que um subconjunto F de um espaço métrico seja 
Jechado, é necessário e suficiente que d(z, F) = O implique x E F. 

Com efeito, se F é fechado e d(z, F) = O então, pela Prop. 19, z € F, 
ou seja, x E F. Reciprocamente, se a condição é satisfeita, dado z E P, 
temos d(x, F) = O pela Prop. 19, e, pela condição admitida, isto implica 
zEF. Logo, FCF e portanto F é fechado. 

Proposição 20 -Dados dois subconjuntos fechados disjuntos F, G 
num espaço métrico M, existe uma função real continua p :M — 0,1] tal 
que plo) = 0-se x E F e pl) = 1 ser EG. 

Demonsiração: A proposição é óbvia se algum dos dois conjuntos é 
vazio. No caso contrário, basta definir 


dz, F) 
d(z, F) + d(e, G) ` 


Cororário — Sejam F, G subconjuntos fechados disjuntos num espaço 
métricoM. Existem abertos U, V em M tais que F C U,GCVeUNVY = Ø. 

Com efeito, basta tomar a fun- 
ção q definida na proposição acima e 
pôr: U = {r E M; ga) < 1/2}, V= 
= {t E M ; gle) > 2. 

Opservação — Dados F, G fe- 
chadas num espaço métrico M, pode- 
mos ter d(F,G) = 0, mesmo com 
F NG = Ø. Por exemplo, isso ocor- 
re no plano F = eixo das abscissas e G = ramo de hipérbole y = 1/z, 


e(x) = 
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2>0. É interessante imaginar corno poderão ser os conjuntos abertos, 
disjuntos U, V neste caso. 


Um espaço topológico X chama-se normal quando dados fechados F, 
G C X, cm F NG = Ø, existem abertos U, V C X com FCU, GCV 
e UNV = Ø. (Alguns autores exigem, além disso, que X seja um 
espaço de Hausdorff) O Corolário acima exprime que todo espaço 
topológico metrizável é um espaço normal. Um dos teoremas mais be- 
los e mais importantes da Topologia Geral, devido a P. Urysohn, 
afirma que em todo espaço normal X, dados dois fechados disjuntos F, G, 
existe sempre uma função real contínua q: X [0,1] tal que p(z) = O 
para todo x E F e (x) = 1 para todo z E G. Êste teorema é notável, 
e mesmo surpreendente, não sômente por suas diversas aplicações, como 
também porque na definição de um espaço normal nada intervém que faça 
lembrar os números reais e no entanto existem inúmeras funções reais con- 
tínuas nêle definidas. (Vide § 5 do Cap. VIII.) 

Sejam F, G subconjuntos fechados disjuntos num espaço topológico X. 
Uma função contínua ø: X — [0, 1] com «(F) = 0, (G) = 1 chama-se uma 
função de Urysohn do par (F, G). 


EXEMPLOS 


25. Num espaço discreto, 5 = S para todo subconjunto S, pois todo 
subconjunto é fechado. Na reta, se Q é o conjunto dos números racionais, 
temos Q = R pois em todo intervalo da reta (isto é, em qualquer vizinhança 
de um número real) existem números racionais. Ainda em R, o fecho de 
um intervalo aberto (a,b) é o intervalo fechado [a,b]. Mais geralmente, 
no espaço R” (bem como em qualquer espaço vetorial normado), o fecho de 
uma bola aberta B(a;r) é a bola fechada D(a; r), de mesmo centro e mesmo 
raio. Para verificar êste fato basta, como de costume, considerar as bolas 
B = B(0;r) e D(0;r), de centro na origem 0 E R”. D é um subconjunto 
fechado de R” contendo B, logo, B C D. Para mostrar que, reciprocamente, 
D CB, basta mostrar que a esfera S = S(0;r) está contida em B pois 
D=BUS. Seja então z E S, isto é, |z| =r. Qualquer EA seja a 


bola B(x;€), o ponto y = (1 — DE é tal qe z — y = > z, logo, 


|z — y| = e/2 < €e portanto y E B(s; €). Além disso, |y| =r— e/2 e por 
conseguinte y E B. Assim, tôda bola com centro num ponto v E€ 8S tem 
algum ponto em comum com B, donde S C B’. Isto conclui a demonstra- 
ção de que B = D. 


26. Num espaço métrico qualquer M, não é sempre verdade que o 


fecho de uma bola aberta B(a;r) seja a bola fechada D(a;r). Tem-se | 
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sempre DD B. Mas no espaço discreto em que d(z, y) = 1 para x x y, tôda 
bola aberta de raio 1 reduz-se ao seu ponto central e é, portanto, igual a seu 
fecho, mas qualquer bola fechada de raio 1 é o espaço todo. Outro exemplo 
é o seguinte: seja M = R? — A, onde A = {(z, y) E R3 r? + y? <l, z >00} 
é um semidisco aberto. Em M, a bola aberta de raio 1 e centro na origem é 
B = {(z, y) E R} z? +4? < 1,xz <0} enquanto a bola fechada corres- 
pondente é igual à reunião de B = {(z, y) E R3; r? +y <lr <0} 
com a semicircunferência z ? + y? =1, z > 0. 


27. Seja f:R—R a função contínua tal que f(x) = 0 se z <0, 
Io) =1sezZ lejfg)=zse0<z<1. Então o conjunto dos pontos x 
tais que j(x) < 1 é o intervalo aber- 
to (— œ, 1) e os pontos x nos quais 
Hx) < 1 constituem tôda a reta R. 
Evidentemente, R não é o fecho do 
intervalo (— «o, 1). Isto mostra que, 
dada uma função contínua f : X >R, 
nem sempre {r E X; j) <a) é o 
fecho de {x E X; Ja) <a). 


28. O significado informal da afirmação x E S é que x pode ser ar- 
bitrariamente aproximado (no sentido da topologia considerada no caso) 
por elementos de S. Por exemplo, seja X = B(M; N), espaço das aplica- 
ções limitadas do espaço métrico M no espaço métrico N. Dado um con- 
junto de aplicações S C B(M; N), dizer que uma aplicação limitada 
$f:M > pertence ao fecho de S significa afirmar que, seja qual.fôr e > O 
dado, é possível encontrar g E S tal que d(f(x), g(x)) < e para todo z EM. 


29. Num espaço topológico X, seja z um ponto aderente a um sub- 
conjunto S C X. Então todo aberto A de X que contém x, contém tam- 
bém algum ponto de S. Há dois casos distintos a considerar: ou existe 
um aberto A, contendo x e formado exclusivamente por pontos de S, ou 
então todo aberto que contém z contém ao mesmo tempo pontos de S e 
pontos de X — S. O primeiro caso ocorre quando z E int.(S) e o segundo, 
quando z E fr.(S). Por conseguinte S = int.(S) U fr.(S), reunião disjunta. 
Daí resulta também que S = SU fr.(S), reunião não disjunta, a menos 
que S seja aberto. “Desta última igualdade segue-se que S é fechado se, 
e sômente se, S D fr(S). 


§ 6. Pontos de Acumulação 


A noção de ponto de acumulação gozou de destaque nos primórdios 
da Topologia Geral, mas tem sido relegada a um papel secundário, em parte 
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devido ao fato de que não se relaciona de maneira útil com as propriedades 
das funções contínuas. Não obstante, o conceito de ponto de acumula- 
ção não é de todo desprovido de interêsse, principalmente no estudo dos 
espaços métricos compactos, como veremos no Cap. VII. 

Seja S um subconjunto de um espaço topológico X. Um ponto z E X 
chama-se ponto de acumulação de S quando tôda vizinhança V de z em X 
contém algum ponto s E S, distinto do ponto x. O conjunto dos pontos 
de acumulação de S chama-se o derivado de S e indica-se com a notação S’. 


EXEMPLO 


30. Se S é o intervalo aberto (0,1) da reta, então S' é o intervalo 
fechado [0, 1]. Neste caso, S coincide com S. SeP = {1, 1/2, 1/3,...} C R 
então P’ consiste sòmente do ponto 0. Seja Z C R o conjunto dos números 
inteiros. Tem-se Z’ = Ø, isto é, Z não possui pontos de acumulação. 
Dado o conjunto Q C R dos números racionais, Q’ = R. 


Prorosição 21 — Seja X um espaço topológico. Para todo subcon- 
unto SC X, tem-se $ = 8S US. 

Demonstração: Isto é pràticamente uma tautologia. Os pontos de 5 
são os pontos de S mais os pontos x Œ S tais que tôda vizinhança de z con- 
tém algum s Æ S (necessiriamente distinto de z pois z € S). Êstes pon- 
tos pertencem a S’. Logo, SC S U S’. Por outro lado, é claro que 8 C 8 
e S-E 5, donde S U Y C 3. 


CoroLáRIO | — Um conjunto F C X é fechado se, e sômente se, con- 
tém todos os seus pontos de acumulação. 

Com efeito, F é fechado se, e sòmente se, F = F= FUF. Mas 
A = A UB é equivalente a A D B. Logo, F é fechado se, e sòmente se, 
FoF. 

CoRoLÁRIO 2— Se SC X não possui pontos de acumulação, então 
todo subconjunto de S é fechado em X. 

Com efeito, é claro que T C S implica T” C S’. Logo, T' = Ø e por- 
tanto T’ C T, isto é, T é fechado, qualquer que seja T C 8S. 


Proposição 22— Seja X um espaço de Hausdorff. Para que um 
ponto x E X seja ponto de acumulação de um subconjunto S C X é necessá- 
rio e suficiente que tóda vizinhança de x contenha uma infinidade de pontos de S. 


Demonstração. A condição é evidentemente suficiente em qualquer 
espaço. Para demonstrar a necessidade, seja v & S’, e consideremos 
uma vizinhança V de x. Mostraremos, por indução, que existe um 


conjunto enumerável {sy s»..., Sn. .-} de pontos de S na vizinhança V. 
e 


yÉ 
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Como x é ponto-de acumulação de S, existe sı € S NV, sıx. Su- 
ponhamos obtidos n pontos distintos, Sı, Sz. --, Sn pertencentes a SNV 
e diferentes de z. Como X é um espaço de Hausdorff, o conjunto 
1s,..., Sn) é fechado (e não contém 2). Logo, existe uma vizinhança 
U dez em X, a qual não contém nenhum dos pontos s,,..., Sn O 
conjunto U N V é uma vizinhança de z e portanto contém um ponto 
sm E S, distinto de z. Segue-se que sm é diferente dos demais s; e 
pertence a SM V, o que completa a construção indutiva do conjunto 
infinito (s, $2 ..., Sm». -.} e demonstra a proposição. 


Corozário — Num espaço de Hausdorff, todo conjunto finito tem de- 
rivado vazio. 


Opservação — Não foi usada, na demonstração acima, tôda a 
hipótese de que X é um espaço de Hausdorff. Bastaria supor que X fôsse 
um “espaço Ty”, isto é, um espaço no qual todo ponto é um subconjunto 
fechado. Esta hipótese é necessária para a validez da Prop. 22 (e do seu 
Corolário) pois se existir um ponto x E X que não é um subconjunto fechado, 
existirá também um ponto y € X, y = x, tal que tôda vizinhança de y con- 
tém x. Então, y será ponto de acumulação do conjunto (x), que tem um 
só elemento. 


Proposição 23 — Num espaço de Hausdorff X, o derivado de qualquer 
subconjunto S é fechado; isto é, S D S”. 


Demonstração: Se z” E 8”, dada qualquer vizinhança U de z” em 
X, existe um ponto “ ES N U, x” = q”. Segue-se do axioma de Haus- 
dorff que existe uma vizinhança 
V dez em X tal que z” EV. 
Seja W=UNV. Então, W é M 
uma vizinhança de v’ e W C U. 
Como z’ ES’, existe um ponto 4 
sE SANW (tem-se q' =*z mas A 
isto não é necessário aqui). Lo- 
go rESNU ezzr” (pois 
z” € W). Isto mostra que todo 


* x” E S” pertence também a S. 


Ossenvação — Novamente aqui basta supor que os pontos de X são 
subconjuntos fechados. Esta hipótese não pode ser dispensada. | 


$7. Espaços Conexos 


Foi visto no Ex. 17, que um subconjunto S de um espaço topológico X 
pode ser simultâneamente aberto e fechado em X. O conjunto vazio Ø 
e o espaço inteiro X sempre o são. 
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Um espaço topológico X chama-se conezo quando gf e X são os únicos 
subconjuntos de X simultâneamente abertos e fechados. 

Intuitivamente, um espaço conero é constituído de “um só pedaço”. 
Um espaço discreto com mais de um ponto, por exemplo, é desconexo (isto 
é, não é conexo). Com efeito, qualquer um dos seus subconjuntos é simul- 
tâneamente aberto e fechado. O conjunto R — (0) dos números reais 
diferentes de zero também é um espaço desconexo (com a topologia natural, 
induzida da reta) pois o subconjunto S C R — (0), formado pelos números 
negativos, é aberto e fechado em R — (0). (Vide Ex. 17.) 

Um subconjunto S de um espaço topológico X chama-se um subcon- 
junto conexo quando, com a topologia induzida de X, S é um espaço topo- 
lógico conexo. 


EXEMPLO 


31. Todo subconjunto vazio, bem como todo subconjunto reduzido 
a um só ponto, é um subconjunto conexo de qualquer espaço topológico. 
Por outro lado, no espaço Q dos números racionais, nenhum subconjunto $ 
contendo mais de um ponto é conexo. Com efeito sejam a < b números 
racionais pertencentes a S. Existe um número irracional É tal que 


a<E<b. Sejam A= fr EQ;r< e B= fr EQ;r >$}. Temos 


Q = A;U Bẹ, onde Ag e B; são disjuntos, não-vazios e abertos em Q. 
Por outro lado, 4; e B; são também fechados em Q pois cada um dêles tem 
o outro (um conjunto aberto) como complementar,. Isto já mostra que Q 
é desconexo. Quanto ao subconjunto S, basta notar que A; NS é aberto 
e fechado em S, não-vazio (pois contém o ponto a) e diferente do espaço 
inteiro (pois não contém b). 


A existência, num espaço topológico X, de um subconjunto 4, aberto 
e fechado, diferente de X e de Ø, é equivalente à existência de uma decom- 
posição X = A UB, com A N B = Ø, A e B ambos abertos (e, por con- 
seguinte fechados) e não-vazios. Basta tomar B = X — A. 

Segue-se que um espaço topológico X é conexo se, e sômente se, não 
pode ser expresso como reunião de dois subconjuntos abertos, disjuntos e 
não-vazios: ` 

Esta formulação do conceito de espaço conexo está mais próxima da 
idéia do espaço de um só pedaço. 

Observamos ainda que um subconjunto S C X é aberto se, e sòmente 
se, não contém nenhum ponto de sua fronteira e é fechado se, e sômente se, 
contém todos os pontos da sua fronteira. Logo, S é aberto e fechado si- 
multâneamente se, e sômente se, sua fronteira é vazia. 
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Por conseguinte, a fim de que um'espaço topológico seja conexo é ne- 
cessário e suficiente que X e sejam os únicos subconjuntos de X com 
fronteira vazia, 


Até agora não demos um só exemplo não-trivial de espaço conexo. A 
proposição abaixo: estabelecerá o primeiro e, provavelmente, o mais im- 
portante exemplo de conexidade. 


Proposição 24 — Todo intervalo da reta é um espaço conexo. 


Demonstração: Seja I um intervalo de extremos a e b. A demonstra- 
ção vale quer T. seja aberto, fechado, semi-aberto, limitado ou ilimitado. 
Em particular, pode ser a =— o ou b = +œ e portanto um corolário é 
que a reta R = (— o, +œ) é conexa. Seja S C I aberto e fechado em I. 
Suponhamos S = Ø e mostremos que isto implica & = I. Como 8 é 
aberto em Z, podemos tomar um ponto c E S, interior ao intervalo I. Seja 
b =sup.(tEI;[c,y) CS). Temos c<b e afirmamos que [e, b’) CS. 
Com efeito, se z E [c, b’), isto é, c < x < b, então, pela definição de sup., 
existe £ E I com z <t e [c, t) C S; portanto z ES. Afirmamos agora 
que b =b. Do contrário, teríamos b’ < b, donde b’ € I e, como S é fe- 
chado em 7, b ES, ou seja [c,b'] C S. Como S é aberto em J, existiria 
€ > 0 tal que [c,b' +e) CS e isto viria contradizer a definição de b. 
Logo, b =b e [c,b) C S. Anàlogamente se mostra que (a, c] C 8 e por- 
tanto (a, b) C S. Como S é fechado em T, o fecho de (a, b) relativamente 
a I está contido em S. Mas tal fecho é 1. Logo, I = 8. . 


Proposição 25 — (Recíproca da anterior) — Todo subconjunto conexo 
da reta é um intervalo. 


Demonstração: Com efeito, se um subconjunto S C R não fôr um in- 
tervalo, existirão números reais a, b € S, c Œ S, tais que a < c <b. Se- 
gue-se que A = (— œ, c) NS e B = (e +œ) N S são.abertos em S, dis- 
juntos, não-vazios (pois a € A e b E B), com § = A U B (pois ¢ Ẹ 9). 
Logo, S é desconexo. i 


` 


Osservação — Já resulta da Prop. 25 que nenhum conjunto de nú- 
meros racionais contendo mais de um ponto pode ser conexo. Anàloga- 
mente nenhum conjunto de números irracionais com mais de um elemento 
pode ser conexo. Com efeito, todo intervalo não-degenerado da reta con- 
tém ao mesmo tempo números racionais e números irracionais. 


Proposição 26 — 4 imagem de um conjunto conexo S por uma aplica- 
ção continua |: X — Y é um conjunto conexo J(S). 


Demonstração: Como ser conexo é uma propriedade intrínseca do es- 
paço topológico S (isto é, não depende do espaço X onde S está contido), 
basta considerar o caso em que S = X e HS) = Y. Assim, suponhamos 
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que X seja conexo e f é uma aplicação contínua de X sôbre Y. Então 
— afirmamos — Y deve ser conexo. Do contrário existiria em Y um sub- 
conjunto B aberto e fechado, diferente de Y e de &. Considerando 
A = JB), teríamos A aberto e fechado em X, pois f é contínua. Além 
disso, A = X pois B * Y e A-#* Ø pois B # Ø ef é sôbre Y. Isto con- 
tradiria a conexidade de X. 


Cororário 1 — Sejam X um espaço topológico conexo e f:X — R- 
uma junção real continua. A imagem H(X) é um intervalo. 

Com efeito, f(X) é conexo em virtude da Prop. 26, logo é um intervalo 
em virtude da Prop. 25. 

Segue-se daí que uma função j, real, contínua, definida num intervalo, 
que assume dois valóres f(a) e /(b), assume também todos os valôres compre- 
endidos entre a e b. Mais formalmente: 


CoroLário 2— Seja f :[a,b]—>R uma junção real continua definida 
no intervalo [a, b] . Se f(a) < c < J(b), então existe x E la, b] tal que J(x) = c. 

Com efeito, [a, b] é conexo, logo f([a, b]) é um intervalo. Como f(a) < 
< c < j(b), segue-se que c pertence ao intervalo f(la, b]). 

As Props. 24 e 26 permitem que se obtenham vários exemplos de es- 
paços conexos. A fim de apresentar tais exemplos no contexto adequado, 
introduziremos agora um tipo importante, embora mais restrito, de espaço 
topológico conexo. - 

Um caminho num espaço topológico X é uma aplicação contínua 
}:I—X, onde T é o intervalo fechado [0, 1]. Os pontos a = f(0) eb = j(1) 
são chamados as extremidades do caminho f; a = f(0) é o ponto inicial e 
È = J(1) é o ponto final. Diz-se também que os pontos a e b são ligados 
pelo caminho f. 

Um espaço topológico X diz-se conero por caminhos quando, dados 
dois pontos quaisquer a, b € X, existe sempre um caminho f :I—X com 


jO = aef) =b. 


EXEMPLOS 


32. Seja E um espaço vetorial normado. Dados dois pontos a, b E E, 
existe um caminho canônico em E cujo ponto inicial é a e cujo ponto final 
é b. Trata-se de f:I—> E, definido por j(t) = (1— Da + tb. A imagem 
J(I) dêste caminho chama-se o segmento de reta de extremos a, b e é indicada 
com [a,b]. Um subconjunto S C E chama-se convezo quando, dados dois 
pontos quaisquer a, b E S, o segmento de reta [a,b] = (1 — a + tb;0 < 
<t<1) está inteiramente contido em S. Exemplos de subconjuntos 
convexos de E são: o espaço inteiro E; todo subespaço vetorial LC E; 


! 
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tôda variedade afim v + L C Eetôda bola B(v;e)= {z E E; |z- v| < e}. 
Verifiquemos esta última afirmação. Dados z, y € B(v; €) queremos 
mostrar que (1— iz + ty E B, «) para qualquer ż € {0,1]. Ora, 
Ia = ĝr + ty — o} = |0- 9 etul a d e lH 
+ ly- | = (1-8 jr— o| + tly — v] < (1-— ije + ie =e Do mes- 
mo modo verificaríamos que tôda bola fechada D(v; e€) é convexa. Isto 
porém é conseqüência do fato mais geral, segundo o qual o fecho de 
um subconjunto convexo de Æ é convexo. (Verificação a cargo do leitor.) 
Todo conjunto convexo é conexo por caminhos. 


33. Sejam X um conjunto arbitrário e E um espaço vetorial normado. 
O conjunto H(X; E) das aplicações limitadas de X em E é um espaço ve- 
torial normado, onde |f| = sup.(f(x);z E X}. Em particular, B(X; E) 
é convexo e portanto conexo por caminhos. Mais geralmente, dado um 
subconjunto convexo SC E, é fácil ver que B(X; S) é um subconjunto 
convexo de W(X ; E). Em particular, segue-se que V(X; S) é um espaço 
topológico conexo por caminhos. 

Se os caminhos f, g : F — X, no mesmo espaço topológico X, são tais 
que J(1) = 9(0), pode-se definir o caminho justaposto f V g:1>X, do 
seguinte modo: 


GV DO = J2) seo<t<1/2; 
G V 9) (©) = gi-1) se 1/2 <t <1. 


Ambas as-expressões fornecem o mesmo valor (f V g) (1/2), de modo 
que f V g:I— X é bem definida. Além disso, f V g é contínua, em vir- 
tude do Ex. 24, com Fi = [0, 1/2] e F, = [1/2,1). 

O caminho f V g, formado por justaposição de f e q, consiste em per- 
correr primeiro f e depois g (com velocidade duplicada). É claro que f V g 
começa em f(0) e termina em g(1). 

A relação “existe um caminho começando em x e terminando em y” 
é evidentemente reflexiva. A construção f V. g-mostra que esta relação 
é transitiva. Finalmente, dado f, o caminho f~: I > X, com f (8) =J(1-—1) 
mostra que ela é simétrica, e portanto é uma relação de equivalência. 


Proposição 27 — Todo espaço topológico conexo por caminhos é conexo. 


Demonstração: Seja X um espaço conexo por caminhos e suponhamos, 
por absurdo, que exista em X um subconjunto aberto e fechado A, 
com 4 ZXeA =. Tomando um ponto a E A e um ponto b EX-A, 
existiria um caminho f:I>X com H0)=a e HD) =b. O conjunto 
A NI) seria aberto e fechado em j(1), diferente de J(I) porque b E 4, 


e não-vazio porque a € 4 NM f(T). Isto contradiz que f(T) seja conexo e 
demonstra a proposição. 
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EXEMPLOS 


34. A esfera S” =4zC R™!; |z| = 1) é conexa se n > 1. Basta mos- 
trar que S” é conexa por caminhos. Dados-a = b em S”, dois casos podem 
ocorrer: ou a = —b ou a = —b. No primeiro caso, diremos que os pontos 
a e b são antípodas, ou diametralmente opostos. No segundo caso, (em-que 
a e b não são antípodas) o segmento [a, b] não contém a origem. Ou seja, 
dados a = b em S”, se a Æ b então (1— a+ b0 para OSt<I 
arbitrário. Se fôsse (1 — da + tb = 0, seria (1 — ija = —tb, donde 
(1 —ġ) |a] =tible como ja] = |b] = 1, 1— t= t= 1/2ea=-—b. Assim, 
se q e b não são antípodas, a aplicação f : 1 — S”, definida por 


(1— ġa + ib 
10 = i- jat ol’ 

é um caminho que começa em a = J(0) e termina em b = f(1). [Geomêtri- 
camente, quando é varia de O a 1, j(?) percorre o mais curto dos dois arcos 
de grande círculo que ligam a a b.] Se, porém, a e b são antípodas, então 
qualquer ponto c E Ss" — (a, b} não é o antipoda de a nem de b. Logo, 
existem caminhos f, g : I — 8”, com 0) = a, HD = c, 90) = c 91) = b. 
Definimos um nôvo caminho h:1>S”, pondo k =f V g. [Vide acima 
a definição de caminho justaposto f V g.] Tem-se então A(0) =a e 
h(1) =b. [Geomètricamente, h(i) ainda descreve um arco de grande cir- 
culo ligando a a b. Acontece que, quando a e b são antípodas, existem in- 
finitos grandes círculos ligando a e b. Foi preciso tomar o ponto c a fim 
de fixar um dêsses círculos.] Observe-se que esta demonstração vale ainda 
qualquer que seja o espaço vetorial normado E de dimensão > 1, tomado em 
vez de R”: o conjunto S, dos vetores x E E tais -que |x| = 1, é conexo 
por arcos e consegientemente conexo. Em particular, tomando em R” 
a norma |z|’ = máx. {|z!|,... |z"|}, para x = (2!,..., 2"), vemos que a 
fronteira do cubo [-1,1] X...X [-1, 1] = [-1,1]? é conexa, pois tal 
fronteira é o conjunto dos pontos z E R” tais que |z|" = 1 


35. Daremos agora o exemplo de um. espaço topológico X que é co- 
nexo mas não é conexo por-caminhos. Isto mostrará que a recíproca da 
Prop. 27 não é válida. X é um subespaço do plano, formado pela reunião 
do segmento unitário J = {(z, 0;0 < a< 1) do eixo das abscissas, com 
todos os segmentos verticais unitários Ja = ((1/n,y); O < y < 1) exigidos 
sôbre os pontos de J que têm abscissa da forma 1/n, n E N, e mais o ponto 
a = (0, 1/2). (Vide figura na página seguinte.) 


Para mostrar que X não é conexo por caminhos, basta provar que todo 
caminho f : I — X, tal que f(0) = a, é necessãriamente constante, isto é, 
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it) =a para todo tE IT. Como X é um subconjunto do plano, temos 
J© = (elt) , yt), onde x,y :I— R são funções contínuas. Mostraremos 
primeiro que z(f) é constante. Supo- 

nhamos, por absurdo, que z(t) > 0 

para algum valor de t. Pondo to = 

= sup. (E Z; z (0,1) = 0), ter-se-á 

então to < 1. É claro que z(t) = 0. a, 
Como 0 e a são os únicos pontos de 

X com abscissa zero, vemos que 

JO, tol) é um subconjunto (conexo) de 

{0, a}. Mas 0) = a, logo (O, to) = o a 
=a. Em particular, y(to) = 1/2. Sen- 

do y(t) contínua, existe e>0, com to+ e< 1, tal que s € [fo to +e 
implica y(s) > 1/4. Pela definição de to, existe t, com to < ti < tot ece 
a(ty) > 0. Quando t varia de to a t,, z(t) assume todos os valôres compreendi- 
dos entre 0 e x(t) (Corolário da Prop. 26). Logo, podemos achar s E (to, ty), 
(em particular, s E [to to + €)) tal que x(s) < l/m, qualquer que seja o 
inteiro m. Como (x(s), y(s) E X, isso acarreta y(s) = 0, porque os úni- 
cos pontos de X com ordenada * O são os da forma (1/m, y). Mas devía- 
mos ter y(s) > 1/4. Contradição. Temos x(t) = 0 para todo t EI. Se- 
gue-se que j(Z) C {0, a}. Como j(1) é conexo e J(0) = a, concluímos fi- 
nalmente que J(I) = a. Note-se que 4 = X — (a) é conexo por caminhos 
e portanto conexo. (Dois pontos quaisquer de 4 podem ser ligados por 
um caminho poligonal formado, no máximo, por três Segmentos de reta.) 
A proposição abaixo permite então concluir que X é conexo. 


L 
2 [] 
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XA 
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Prorosição 28 — Sejam X um espaço topológico e § um subconjunto 
de X tal que S = X. SeSfór conexo, X também o será. 

Demonstração: Nestas condições, para todo subconjunto aberto não- 
-vazio Á C X, o conjunto A NS é aberto em S e não-vazio. Se X não 
fôsse conexo, existiria uma decomposição X = A U B, com 4 e B abertos 
disjuntos e não-vazios. Então, S = X N S= (4 N S) U (B N 8S), donde 
S seria desconexo. 


Cororário — Seja S um subconjunto conexo do espaço topológico X. 
Se S CT C S, então T é conexo. 


Com efeito, o fecho de S em T será então igual a T. 
EXEMPLOS 


36. A noção de espaço conexo proporciona um dos métodos mais 
simples de demonstrar que dois espaços X ə Y não são homeomorfos. A 
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idéia é a seguinte: se existir um homeomorfismo A : X — Y então, qualquer 
que seja a € X, a restrição h| X — (a) é um homeomorfismo de X — (a) 
sôbre Y — (h(a)). Então, X — {a} será conexo se, e sômente se, Y — 
— {h(a)} o fôr. Por exemplo, o intervalo aberto (a, b) não pode ser homeo- 
morfo a um intervalo semi-aberto [c, d). Com efeito, se existisse um homeo- 
morfismo À :[c, d) — (a, b), por restrição, obteríamos um homeomorfismo - 
entre (c, d) = [e d) — {c} e (a,b) — (h(c), o que é um absurdo pois o 
primeiro dêstes espaços é conexo, enquanto que, seja qual fôr o ponto 
h(c) E (a, b), seu complemento (a, b) — (h(c)) é desconexo. De maneira 
semelhante se verifica que o círculo unitário S! = {(z, y) E R3 x? + y? = 1) 
não é homeomorfo a nenhum subconjunto da reta. Com efeito, como S! 
é conexo (Cj. Ex. 34) tal subconjunto da reta deveria também ser conexo, 
logo, seria um intervalo. Ora, um intervalo da reta deixa de ser conexo 
quando dêle se omite um ponto interior, enquanto o que S! -- {z} é conexo 
qualquer que seja z E SL 


37. Usando ainda o método de Ex. 36, podemos mostrar que se $ 
é um subconjunto da reta e h:;S — R? é um homeomorfismo de S sôbre 
um subconjunto j(S) do plano, então J(S) tem interior vazio em R?. Com 
efeito, se j(S). possuísse algum ponto interior, existiria um disco plano 
D C fS). Sendo D conexo (até mesmo convexo) sua imagem pelo homeo- 
morfismo inverso h-! seria um intervalo da reta. Basta pois, demonstrar 
que um intervalo da reta não pode ser homeomorfo a um disco do plano. 
Ora, o intervalo fica desconexo quando dêle é removido um ponto interior 
enquanto o disco continua conexo quando se remove qualquer um dos 
seus pontos. Observamos aqui que a imagem de um intervalo por uma 
aplicação contínua f:1 — R? pode conter pontos interiores. Um famoso 
exemplo, devido a Peano, exibe um caminho f : F — R? tal que j(7) é todo 
disco. (Vide Cap. IX, Ex. 10) 


Caracterizemos agora os homeomorfismos entre intervalos da reta. 
Seja J C R um intervalo (aberto, fechado ou semi-aberto). Uma função 
J : J — R diz-se estritamente crescente quando s < t em J implica f(s) < J(). 
Se s < t implicar f(s) > f(t), diremos que f é estritamente decrescente. Fi- 
nalmente, diremos que f é estritamente monótona quando fôr estritamente 
crescente ou estritamente decrescente. 


Prorosição 29 — Seja JC R um intervalo. Uma função continua 
Jj:J—R definirá um homeomorfismo de J sôbre f(J) se, e sômente se, jór 
estritamente monótona. 


Demonstração: Seja f estritamente monótona. Para fixar as idéias, 
suponhamos f crescente. Provemos a continuidade de f! :f(J) — J num 
ponto qualquer f(a), onde a € J. Inicialmente, consideremos o caso em 
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que a é interior ao intervalo J. Dado e> 0, com (1—- ea +9 CJ, 
temos f(a— e) < f(a) < f(a + e) em virtude da monotonicidade de j. 
Afirmamos que f(z) E (f(a — e), f(a + O) implica z E (a — e, a + 6). 
Com efeito, se fôsse a+ e< z, teriamos f(a + e) < f(z) e, por outro 
lado, z < |a— e| implicaria fx) < f(a — e). Isto prova que f! é 
contínua no ponto a. No caso de q ser extremo inferior de J, basta consi- 
derar [a,b + e) em vez de (a — e,a +€). Quando a fôr extremo su- 
perior de J, tome-se (a— e a]. Reciprocamente, suponhamos que f 
não seja estritamente monótona e mostremos que então f não é biunívoca e 
portanto não pode ser um homeomorfismo. Sendo violada a monotoni- 
cidade de f, ter-se-á, digamos, a<b<cem J, com Ja) < J(e) <J(b). 
Pelo Cor. 2 da Prop. 26, existirá então um ponto x tal que a<z<be 
(x) = f(c), e f não será biunívoca. 


EXEMPLOS 


38. Sejam D = {r E R?; |x — a| <r} um disco do plano e 
C = {x E R}; |x — a| =r} a sua fronteira, Dados os pontos æ no in- 
terior de D e y, no seu exterior, isto é, |z — a| <r ely- a| >r, todo 
caminho f :I— R? tal que f(0) = x e }(1) = y deve cortar o círeulo C. 
Com efeito, dado f, a função p :I— R, definida por q(t) = |J®© — al, 
é contínua, assume um valor < r para t = 0 e um valor >r para t=1. 
Logo, existe t € I tal que (to) =r. Então, |f(t) — a| =r e portanto 
Jt) E O. Isto significa que o complemento R? — C do círculo C no plano 
é desconexo. (Vide fim do § 3, Cap. II.) Um teorema mais geral e muito 
mais delicado, o Teorema da Curva de Jordan, diz que R? ~ C é a reunião 
de dois abertos conexos, seja qual fôr C homeomorfo a um circulo. Para 
uma demonstração do Teorema de Jordan, vide [Newman]. 


39. Dois subconjuntos conexos de um espaço X podem ter uma 
interseção desconexa. Por exemplo, no círeulo S! = (x,y) E R?;z? + 
+y? = 1), os semicírculos A = {(z, y) E Syy È 0} e B= {r,) E 
E Sty <s 0} são conexos, pois a projeção (x, y) — x estabelece homeomor- 
fismos entre cada um dêles e o intervalo [—1, + 1]. Entretanto, a inter- 
seção 4 NB consiste dos dois pontos (—1,0) e (1,0) e portanto é desco- 
nexa. Também a reunião de dois subconjuntos conexos disjuntos é quase 
sempre desconexa, mas pode ser conexa, como no Ex. 35, onde X = to) U 
U (X — {a}). Por outro lado: 


Proposição 30 — Seja (Sx) uma família de subconjuntos conexos de um 
espaço topológico. Se existir um ponto zo, comum a todos os Sa, a reunião 
S = U Sh será coneza. 
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Demonstração: Seja A C S aberto e fechado em S. Substituindo, 
se necessário, Á por S— A (que ainda será aberto e fechado), podemos 
supor que x) E Á. Para cada À, então, A N Sa será aberto, fechado e 
não-vazio em Sa. Como S) é conexo, teremos A MN Sa = Sı para todo À. 
Portanto, Sa CA para todo À, donde S=USACA, isto é, S= Á, 
concluindo a demonstração. 


A proposição acima tem como consegiência que a reunião de todos os 
subconjuntos conexos de um espaço topológico X que contêm um ponto 
ZE X é um conjunto conexo Cz, ao qual chamaremos a componente conexa 
de z no espaço X. ` 


A componente conexa C: é um subconjunto conexo máximo de X, 
isto é, se Cz C S C X e 8 é conexo, então Cz = S. Resulta daí, em parti- 
cular, que tôda componente conexa é um conjunto fechado, pois seu fecho 
Č, ainda é conexo (Corolário da Prop. 28) e Cs C Cs. 

O espaço X será conexo se, e sòmente se, fôr a componente conexa de 
cada um dos seus pontos. 


As componentes conexas Cs e Cy de dois pontos x, y € X ou coincidem 
ou são disjuntas. Com efeito, de Cs NC, Ø segue-se, pela Prop. 30, 
que Cs U Cy é um conjunto conexo contendo Cz e Cy. Pela maximalidade 
das componentes segue-se que Cz = C: U Cy = C,. Portanto, a relação 
“r e y pertencem à mesma componente conexa em X” é uma relação de 
equivalência, Fe 

Todo espaço topológico X é, pois, uma reunião de subconjuntos fe- 
chados disjuntos, suas componentes conexas, os quais se caracterizam 
por serem conexos máximos em'X. 


EXEMPLO 


40. Num espaço topológico discreto, cada componente conexa se 
reduz a um ponto. O conjunto Q dos números racionais não é discreto, 
mas cada componente conexa em Q reduz-se ainda a um ponto. O mesmo 
ocorre no conjunto dos números irracionais. A componente conexa de cada 
ponto x € R” é todo o espaço euclidiano R”. As componentes conexas de 
R — {0} são duas: o conjunto dos números reais negativos e o conjunto dos 
números reais positivos. 


Um espaço topológico X diz-se totalmente desconexo quando seus úni- | 


cos subconjuntos conexos são Æ e seus pontos. Isto equivale a dizer que 
suas componentes conexas são pontos. (Vide Ex. 39.) 
Um subconjunto da reta é totalmente desconexo se, e sômente se, 


não contém intervalo algum. 
e 
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Um espaço topológico X diz-se localmente conexo quando para todo 
zE X e tôda vizinhança U de z, existe uma vizinhança conexa V de z tal 
que V C U. Intuitivamente, isto exprime que todo pondo de x possui 
vizinhanças conexas arbitrâriamente pequenas. 


EXEMPLOS - 


41. Um espaço discreto com mais de um ponto é localmente conexo 
mas não é conexo. O conjunto dos números racionais não é conexo nem 
localmente conexo. Todo espaço vetorial normado é localmente conexo 
pois cada bola é conexa. Todo subconjunto aberto de um espaço local- 
mente conexo é ainda localmente conexo. 


42. Um espaço conexo pode não ser localmente conexo. Conside- 
re-se, por exemplo, o espaço Y C R?, formado pelos eixos coordenados e 
mais as retas verticais que passam 
pelos pontos (1/n,0), nE N. Evi- 
dentemente, X é conexo (por cami- 
nhos) mas, para y = 0, tôdas as vizi- 
nhanças suficientemente pequenas do 
ponto (0, y) são desconexas. Tam- 
bém no Ex. 35, o espaço X é cone- 
xo mas tôdas as vizinhanças suficien- 
temente pequenas do ponto a são desconexas. 


ho 
(0,2) ) 


A proposição abaixo implica, em particular, que nos espaços localmente 
conexos as componentes conexas são subconjuntos abertos (e fechados). 
É em tais espaços, portanto, que a decomposição em componentes assume 
o aspecto intuitivo de reunião de conexos inteiramente separados uns dos 
outros. (Note-se, por exemplo, que em Q as componentes não são abertas.) 


Proposição 31 — A fim de que um espaço topológico X seja localmente 
conexo, é necessário e suficiente que, para cada aberto A C X, as componentes 
conexas de A sejam subconjuntos abertos de X. 


Demonstração: Sejam X localmente conexo, A C X aberto e C uma 
componente conexa de A. Dado qualquer z € C, existe uma vizinhança 
conexa V dez, coms E€ V CA. Assim, V U C é um subconjunto conexo 
de 4. Como C é máximo, V U C =Gristoé, V C C, o que prova que C 
é aberto. Mostremos agora que a condição é suficiente. Dado z € X, 
seja U uma vizinhança qualquer de z em X. Existe um aberto A com 
ZE A CU. A componente conexa de z em 4 é, por hipótese, um aberto 
(conexo) V com z E€ V CA, donde V CU. Isto prova que X é local- 
mente conexo. 
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Podemos ainda definir a componente conexa por caminhos de um ponto z, 
num espaço topológico X, como a reunião de todos os subconjuntos conexos 
por caminhos de X que contém z. Cada componente conexa por caminhos 
é uma classe de equivalência da relação “existe um caminho em X ligando 
xa y”, e pode também ser caracterizada como um subconjunto de X má- 
ximo relativamente à propriedade de ser conexo por caminhos. 


Uma componente conexa por caminhos pode não-ser um subconjunto 
fechado de X, como se vê no Ex. 35, onde as componentes conexas por 
caminhos são o ponto a e o conjunto X — {a}. 

Um espaço topológico X diz-se localmente conero por caminhos quando, 
para todo ponto z € X e tôda vizinhança U de z existe uma vizinhança V 
de z, conexa por caminhos, com V C U. Em outras palavras: todo ponto 
x E X possui vizinhanças conexas por caminhos arbitrâriamente pequenos. 


No Ex. 42, o espaço X é conexo por caminhos. Assim, para cada 
n E N, o ponto (0, 1) pode ser ligado ao ponto (1/1, 1) por um caminho “gran- 
de” (que desce até o eixo das abscissas e depois sobe ao longo da vertical de 
abscissa 1/n). Mas não existem caminhos “pequenos” ligando êsses pontos. 
Mais precisamente: tôda vizinhança suficientemente pequena de (0,1) 
em X é desconexa, donde desconexa por caminhos. 

Todo espaço vetorial normado é localmente conexo por caminhos, 
pois as bolas são conexas por caminhos. Todo subconjunto aberto de um es- 
paço localmente conexo por caminhos, ainda goza dessa mesma propriedade. 
Assim, os subconjuntos abertos dos espaços vetoriais normados (em parti- 
cular, do R”) são localmente conexos por caminhos. 


A proposição abaixo fornece uma recíproca parcial da Prop. 27. 


Prorosição 32 — Seja X um espaço localmente conexo por caminhos. 
Se X fôr conezo, será também conexo por caminhos. 


Demonstração: Fixemos um ponto a E X e consideremos o conjunto 
A = {z € X,x pode ser ligado ao ponto a por um caminho). Mostre- 
mos que À é aberto em X. Dado qualquer z € 4, seja V uma vizinhança 
de z conexa por caminhos. Para todo y E V, existe um caminho f ligando 
yar Comos E 4, existe um caminho-g ligando z a a. Logo, o caminho 
J V g liga y a a e portanto y E A. Assim, V C 4, donde A é aberto. De 
maneira análoga se verifica que X — 4 é abertó. Sendo a E À, temos 
A = X, pela hipótese de ser X conexo. Assim, todo ponto de X pode ser 
ligado ao ponto a por um caminho e conseqüentemente X é conexo por 
caminhos. 


, EXEMPLO 


43. Segue-se da proposição anterior que um subconjunto aberto de 
um espaço vetorial normado (em particular, um aberto do espaço euclidiano 
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R”) é conexo se, e sômente se, é conexo por caminhos. Neste caso, porém, 
é possível afirmar um resultado mais preciso. Dado um espaço vetorial 
normado E, diremos que um caminho f:I>E é poligonal quando 
f=hV...V fa é a justaposição de um número finito de segmentos de 
reta j;:I-—» E. O resultado mais preciso é o seguinte: um subconjunto 
aberto U de um espaço vetorial normado E é conexo se, e sômente se, dois 
pontos quaisquer de S podem ser ligados por um caminho poligonal contido 
em U. A demonstração se faz exatamente como na Prop. 32, observando-se 
apenas que a relação “existe um caminho poligonal em U ligando x a y” 
é uma equivalência, e que todo ponto z E U possui uma vizinhança V 
(a saber: uma bola) contida em U tal que dois pontos quaisquer de V podem 
ser ligados por um caminho poligonal. 


Proposição 33 — Seja C um subconjunto conexo de um espaço topo- 
lógico X. Se, para algum S C X, tem-se C MN int(S) = Ø e C N (X -— 8) = 
* Ø, então C N fr. (S) x 4. Ou seja: se um conjunto conexo C contém 
um ponto interior de S e um ponto fora de S, então C contém algum ponto 
da fronteira de 8. 


Demonstração: O conjunto A = C N int.(S) é aberto em C e não-va- 
zio. Além disso À x C porque C não está contido em S. Como C é co- 
nexo, segue-se que À não é fechado em c 
C. Existe portanto um ponto z E C 
tal que x E A mas tôda vizinhança x 
de z em C tem pontos em comum 
com A. Em particular, x Œ int.(S) 

e tôda vizinhança de z em X contém ? 
pontos de S. Logo, x € fr.(S) e por conseguinte C N fr(S) x Ø. 


$8. Exercícios 


1. Em cada um dos casos abaixo, determinar se A é ou não um subconjunto aberto 
do espaço métrico M: 


a) M = conjunto dos números reais; À = (números racionais). 


bd) M = B(X; R); Aa = (funções limitadas f : X — R tais que f(a) > O para a E X 
fixo}. 


c) M = {números reais}, } E (R; R) e Ay = {z E R; fz) > 0). 
d) M = R"; A = {zr E R”; z! inteiro > 0}. 


e) M = R?; A = {pontos do plano que não estão no círculo z? + y? = 1 nem no 
eixo dos z}. 


J) M = {números inteiros}; A = {z € M; |z — 2| = 3}. 

9) M=R; A = {z EM; z> —3}. 

h) M = WR; R); A= {f EM. f é descontínua em todos os pontos da reta}. 
D M= Golla bi; R); A= {FEM L’ Kadr > 0}. 
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j) M = R"; A = {pontos que têm exatamente 3 coordenadas > 0). 


-2. Sejam X um conjunto e f :X Rm uma aplicação. Se (X) fôr aberto em R” 
então |/(x)| não atinge um valor máximo para z Œ X. Que se pode dizer do mínimo 
de |/z)|? Vale um resultado análogo para qualquer espaço normado, em lugar de R"? 


3. Seja A=(s,)ER;zxyouy=0. A interseção de A com qualquer 
reta horizontal ou vertical é aberta nessa reta, mas Å não é um subconjunto aberto do 
plano. 


4. Mostre que a Prop. 1 dêste capítulo e a Prop. 1 do Cap. II são corolários da 
Prop. 5 dêste capítulo.) 


5. Num espaço vetorial normado E, nenhum subespaço vetorial L = E (e por- 
tanto nenhuma variedade afim a + L # E) pode conter uma bola aberta de E. 


6. Num espaço métrico M, a bola fechada D(a; 1) é a interseção de tôdas as bolas 
abertas B(a;r + t), t > 0, que a contém. Vale ainda D(a;r) = MN B(a; r+ 1/n). Anà- 
n=1 


logamente, B(a;7) = U Ma;r—- = U D(a;r— 1/n). 
€>0 n=1 
7. Todo aberto não-vazio A C R” contém peloímenos um ponto x = (x1,..., £”) 
cujas coordenadas z!,..., z” são racionais. Concluir que se Ç é uma coleção de abertos 
dois a dois disjuntos em R”, então Ç é enumerável. Como consegiiência, mostrar que 
se I C R é um intervalo e f : I — R é uma função monótona, então o conjunto dos pontos 
z E I nos quais f é descontínua é enumerável. 


8. Seja Z = [a, b] e indiquemos com CHI) o espaço vetorial das funções contínuas 
(limitadas) f : 7 — R que possuem derivada contínua em todos os pontos z E I. Mostre 
que |f]* = sup.£!f(x)| + |H(2)l;z EI} é uma norma em C(I) e que a aplicação linear 
D : C! (I) > Go(la, bl; R), definida por D(f) = f’ = derivada de f, é contínua. Dado zo € I 
é aberto o conjunto A = {f € CHI);f(zo) > 0}. É contínua a função q: CG) > R, 
definida por (f) = Se J'(z)dz? Seriam D contínua e A aberto ainda se tomássemos 
em CI) a norma |f| = sup.f]x)|;z E€ 1}? 


9. No espaço Gol; R), I = [a,b], o conjunto B das funções biunívocas j:J — R 
não contém bola alguma de raio > 0. E no espaço GI(I), definido no exercício anterior ? 


10. No espaço R";= R” X R” seja A o conjuntogdos pares (x, y) (onde z, y € Rr) 
tais que x e y são linearmente independentes (isto é, não se tem z = Ay para algum À E R). 
Mostre que 4 é aberto em R?”, Generalize. 


11. Determine tôdas as topologias que se podem definir num conjunto com 2 ele- 
mentos. Idem com 3 elementos. Quais delas são de Hausdorff ? 


12. Seja D o conjunto dos números diádicos, isto é, números da forma k/2", onde 
k, n são inteiros. Para todo aberto não-vazio 4 C R, tem-se 4 N D não-vazio. 


13. Tôda aplicação contínua f : X — Y de um espaço discreto X num espaço topo- 
lógico X é contínua. Se, porém, Y é discreto, então f é contínua se, e sômente se, X é 
uma reunião de abertos, dois a dois disjuntos, em cada um dos quais f é constante. 


14. Seja X um conjunto linearmente ordenado. Dados a,b € X com a< b, 
o intervalo aberto (a, b) é o conjunto dos z E X tais que a <z <b. A fim de permitir 
que o primeiro elemento de X — quando tal elemento existir — pertença a algum inter 


valo aberto, admitiremos também entre os intervalos abertos os conjuntos da forma 


COTTCTCCTCCCCCCCCCCCCTCCXCECCECCCCCCCCcCccccc<c 


2. 


299: 


“22922992929292292923222922999299999299 


' 
` 


| 


58 EXERCÍCIOS 97 


(=, b) = {r E X;z <b. Declare um subconjunto A C X aberio quando, para cada 
z €A, existe um intervalo aberto (a, b) com z E {a, b) CA. Mostre que os abertos 
assim definidos constituem uma topologia para X, chamada a topologia da ordem. Mos- 
tre que, se X é a reta real, essa topologia coincide com a usual. Para qualquer X, mostre 
que a topologia da ordem é sempre de Hausdorff. 


15. Seja Z um conjunto não-enumerável bem ordenado dotado de último ele- 
mento. Indiquemos com £) o menor elemento de Z tal que o conjunto X = {z € Z; 
x < 9 é nãoenumerável. Considere em X a topologia da ordem. Mostre que &Q 
não é-um ponto isolado em X mas, para todo subconjunto enumerável E C X, existe 
um aberto A em X, cm QEA eANE=ç%. Conclua que X é um espaço de 
Hausdorff não metrizável. 


16. Seja S um subespaço do espaço topológico X. Se uma aplicação J: X — Y 
fôr contínua num ponto z € S, a restrição f|S :S — Y será contínua no ponto x. Mas 
pode acontecer que f|S seja contínua em todos os pontos de S sem que f:X > Y seja 
contínua em ponto algum. Se S fôr aberto em X, o segundo fato não ocorre. 


17. Seja f:[0, + o) > [0, + o) uma função estritamente crescente, contínua no 
ponto 0, tal que H0)=0 e Hz + y) <J) +Jy). Dado um espaço métrico (M, d), 
pondo d'(x,y) = f(d(z, y)) obtém-se uma métrica em M, equivalente a d. Obtenha 
exemplos de uma tal função f. 


18. Seja a topologia de S induzida pela aplicação f:S —» X. Supondo X metri- 
zável, S será metrizável se, e sômente se, f fôr biunívoca. Supondo X Hausdorff, S será 
Hausdorff se, e sômente se, f fôr biunívoca. 


19. Uma aplicação f : X — Y é contínua se, e sômente se, a topologia de X é mais 
fina do que a induzida por f. Se f fôr contínua e biunívoca, f será um homeomorfismo 
de X sôbre f(X) se, e sômente se, a topologia de x „coincidir com a induzida por f. 


20. Se S tem a topologia induzida por f :S — X então uma aplicação g: Z — 8S 
é contínua se, e sòmente se, f og : Z — X-é contínua. Em particular, se S C X é um 
subespaço e g: Z — X é uma aplicação tal que g(Z) C S, então g :Z — X é contínua 
se, e sômente se, considerada como uma aplicação de Z em S, g é contínua. 


21. Se a topologia de X é induzida pela aplicação f :X — Y então todo aberto 
A C X é saturado pela relação de equivalência f(z) = f(z’). Assim, a topologia induzida 
trata as imagens inversas f-'(y), y E Y, como se fôssem pontos. Em particular, se 
}:X —Y é sôbre Y e X tem a topologia induzida por f então f é aberta e, portanto, Y 
tem a topologia co-induzida por f. 


22. Preencha os detalhes do seguinte resumo: 

O exercício acima indica que se f:S — X, não é biunívoca, a topologiainduzida por f 
em S é grosseira. O mesmo não ocorrerá se considerarmos várias aplicações fı :S — 
~> Xi. coln:S Xn onde os X; são espaços topológicos. Chamemos de aberto ele- 
mentar em S uma interseção 4= HU) MN... Mn MUn) onde Ui C Xp... Un C Xn 
são abertos. A interseção de dois abertos elementares é ainda um aberto elementar e 
todo ponto z E S pertence a algum dêles. Logo, os abertos elementares formam a base 
de uma topologia em S, chamada a topologia induzida pelas aplicações j; Relativa- 
mente à topologia induzida, cada f; :S — X; é contínua. Se as aplicações f; “separam” 
os pontos de S (isto é, dados z 3 y em S, existe f; tal que fix) < fi(y)) e cada X; é de 
Hausdorff, então a topologia induzida em S pelas f; é de Hausdorff. Uma aplicação 
9:Z>S é contínua se, e sômente se, as aplicações f; ©g:Z— X; são tôdas contínuas. 
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23. Sejam X, Y espaços topológicos ef: X — Y contínua. Diz-se que f é compa- 
tivel com uma relação de equivalência E em X quando zEz' implica f(x) = J(x") (isto é, 
Í é constante em cada classe de equivalência segundo E). Se f é compatível com E, existe 
uma única aplicação f: X /E —»Y tal que fo ọ = f, onde p:X — XJE é à aplicação 
quociente. A aplicação f diz-se obtida de f “por passagem ao quociente”. Mostre que F 
é contínua, 


24. No intervalo fechado 7 = [0, 1] seja E a relação de equivalência que identifica 
O com 1 mas os demais pontos são equivalentes apenas a si próprios. A aplicação quo- 
ciente p:1 — IJE não é aberta. A aplicação exponencial É:7 —S!, dada por Ki) = 
= (cos2 Ti sen 2 mt), é compatível com a relação E e a aplicação É: I/E — S!, obtida 
por passagem ao quociente, é um homeomorfismo. Deduzir a existência de uma cor- 
respondência biunívoca entre as aplicações contínuas f :I—X tais que H0) =J(1) e 
as aplicações contínuas arbitrárias f : S! > X. 


25. No quadrado IXI=(s)ER, 0<s<1, 0<!<1) seja E a rela- 
ção de equivalência que identifica cada ponto (s, 0) com (s, 1) e cada ponto (0,:) com 
(1, t), deixando intactos os pontos do interior de 7 X Z. Mostre que o espaço quociente 
(T X I)E é homeomorfo ao toro T? = S! X S! Generalize para n dimensões. 


26. Considere o cilindro S! X R, e a aplicação ¢ : R? — S! X R, dada por f(s, t) = 
=(É(s), t), onde E(s) = (cos 2 7s, sen 2 ms). Mostre que € é um homeomorfismo local e 
conclua que o cilindro S! x R é naturalmente homeomorfo ao espaço quociente RE, 
onde E é a relação de equivalência tal que (s, DE (s, Y) © s —s' E Z. 


27. Na esfera S”, seja E a relação de equivalência que identifica cada ponto z E 8” 
com seu antípoda —z. Obtenha uma aplicação contínua e biunívoca f : S7/E —> P”, onde 
P” é o espaço projetivo, definido no Exerce. 15, Cap. I. Mostre que m : S” — P” é um ho- 
meomorfismo local e que f : S7/E — P” é um homeomorfismo. 


28. Sejam X um espaço topológico e G uma coleção de homeomorfismos de X que 
formam um grupo em relação à composição (isto é, seg, h E G então goh CGesegEg 
então g! €G). A órbita de um ponto z E X relativamente ao grupo G é o conjunto 
Ga) = {ge);g EG} CX. Defina em X uma relação de equivalência cujas classes 
de equivalência são as órbitas dos pontos de X segundo G. Indique com X/G o espaço 
quociente Mostre que a aplicação quociente p : X —> X/G é aberta. Suponha que G 
é um grupo prôpriamente descontinuo, isto é, que para todo ponto z E X existe um aberto 
U contendo z, com U N g(U) = Ø para todo q. E G, g = identidade. Isto implica que 


g(U) e MU) são disjuntos sempre que g Æ k, g,h E G. Nestas condições, a aplicação * 


quociente p : X — X/G é um homeomorfismo local. Os toros T”, o espaço projetivo 
P” e o cilindro S! X R são casos particulares desta situação. 


29. Seja f: X — Y um homeomorfismo local. A imagem- inversa f(y) de cada 
ponto y E Y, é um subespaço discreto de S. Dadas aplicações contínuas g, h:Z— X 
tais que fog = f ok, então {z E Z; g(z) = h(2)) é um subconjunto aberto de z. Cm 
“levantamento” de uma aplicação contínua g : Z — Y é uma aplicação contínua G:Z 5X 
tal quef og =g. Conclua que, se Z fôr conexo, e Y fôr de Hausdorff, dois levan- 
tamentos de g:Z— Y que coincidam num ponto 20 €Z coincidirão em todos os 
pontos de Z. 


30. Considere a seguinte “folheação” do plano. Preencha a faixa aberta —1 <z < 1 
com os gráficos das funções fa (z) = (1 — zy! +a, onde a ER é arbitrário. Preen- 
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cha o complementar dessa faixa com as retas verticais z = constante, Seja E a relação 
de equivalência cujas classes são as curvas abaixo. Mostre que o espaço quociente R?/E 
não é de Hausdorff. 


QK 


31. Sejam A= {(m, 0; < — 1}, B= {(z,0);£ > 1}, C= {(0,y)};y >,0} e 
R a reta real. Escreva S = AUBUC e defina uma aplicação j :S.—>R pondo 
(z, 0) = 1 +z para (z, 0) E A, J(z,0) = 
=1-z para (,0) EB e J(0,y)=y ç 
para (0, y) E C. Sejam 71 e 72 as topo- 
logias induzidas em A U Ce B U C, res- 
pectivamente, pelas restrições FI(4 U C} 
e ji(BU C). Indiquemos com 7 a 
topologia em S gerada por Tı e 72. 
Os abertos de 7 são as reuniões UU V, 4 B 


onde U E71 e V Er: Relativamente 

an Jj:AUC>Rejf:BUC>R R 
são homeomorfismos, de modo que S é a DM A UR 
reunião de dois subespaços de Hausdorff Q. 


abertos: A UCeB UC. Em particular, S é um espaço “localmente de Hausdorff”: 
todo ponto de S pertence a um aberto que é um espaço de Hausdorff. Mas (S, 7) 
não é de Hausdorff. Mais precisamente, (S, 7) é homeomorfo ao espaço quociente 
RE do exercício anterior. 


32. Sefh:Mh> Yy. cfr: Xn — Yn são aplicações abertas, então f = fı X ... X 
XÍn:Xı X...X XX X...X Ym definida por far... Tn) = (lr... falEn)) 
é aberta. Dadas as relações de equivalência E em X e F em Y, define-se a relação E X F 
em X X Y pondo-se (z, y) E X F (z', y’) se, e sômente se, zEx' e yFy!. Se E e F são 
relações abertas, então (X X Y)(E X F) é homeomorfo a (X/E) X (YJE). 


33. O gráfico de uma aplicação contínua f: X —Y, tem interior vazio no pro- 
duto X X Y, desde que Y não possua pontos isolados. 


34. Defina a topologia determinada por uma pseudométrica d. Mostre que ela 
é de Hausdorff se, e sômente se, d fôr uma métrica. 


100 ESPAÇOS TOPOLÓGICOS Cap. IN 


35. Dê exemplo de um subconjunto discreto da reta, que não é fechado em R. Exiba 
também um subespaço M C R onde se tem B(a;r) = int. D(a;r) para um certo a EM 
er>o 


36. Sejam B e Y’ respectivamente bases de abertos nos espaços topológicos X e X”. 
Para que uma aplicação f : X — X’ seja contínua no ponto a E X é necessário e sufici- 
ente que, para cada aberto básico B’ E %3', com f(a) E B’, exista um aberto básico B E 8, 
tal que (B) C B’. Anàlogamente, f: X »X' é contínua se, e sômente se, para cada 
aberto básico B’ E W’, fB’) é abertoem X. Finalmente, f : X —» X’ é aberta se, e 
sômente se, para cada aberto básico B € $, H(B) é aberto em X’. 


37. Seja (AN), A € L, uma família qualquer de abertos no espaço topológico X, 
com X = U A). Uma aplicação f : X — Y é contínua se, e sômente se, para cada À E L, 
a restrição f|AN:AX>Y é contínua. Continuará verdadeiro o resultado se, em 
vez de supor os A) abertos, admitimos apenas que X = Uint.(4))? E se supusermos 
que os A) são todos fechados em X? 


38. Para que X seja um espaço de Hausdorff, é necessário e suficiente que a diago- 
nal A = {(r, y) E X X X;z = y} “seja um subconjunto fechado de X X X. Outra 
condição equivalente é que cada ponto z € X seja a interseção de tôdas as vizinhanças 
fechadas de z. 


39. Seja X um espaço topológico. A função característica de um subconjunto 
S C X éna função £s : X —> R tal que s(t) = ł se x € S e s(x) = 0 se x € S. A fron- 
teira de S é o conjunto dos pontos de descontinuidade de ëg. 


40. Completar os detalhes da seguinte demonstração de que pı:X XY—>X é 
uma aplicação aberta. Seja A C X X Y aberto. Para cada y € Y, Ay = (X Xy NA 
é aberto em X X y. Como pı : Æ-X y —> X é um homeomorfismo, pı(4y) é aberto em X 
e portanto pi(4) = U p(Ay) é aberto em X. Generalizar para n fatôres. 

v EL. 

41. Em qualquer espaço topológico, tem-se int. int(S) = int.(S), int(S N T) = 
= int(S) N int.(T) e int(S) U int.(T) Cint(S U T). Dê um exemplo (na reta) onde 
int(S) U int.(7) = int.(S U T). 


42. Sejam X, Y espaços topológicos e f : X — Y uma aplicação tal que j-I(int. T) C 
C int. f}-{T), para todo T C Y. Então, f é contínua. E a recíproca? 


43. As vizinhanças de um ponto z num espaço topológico X gozam das seguintes 
propriedades: 


1) tôda vizinhança de z contém z; 
2) todo conjunto que contém uma vizinhança de z é ainda uma vizinhança de x; 


3) a interseção de duas (e portanto de um número finito qualquer de) vizinhanças 
de z é uma vizinhança de x; 

4) tôda vizinhança V de z contém uma vizinhança W de z com a propriedade de 
que W é uma vizinhança qualquer dos seus pontos. 

Reciprocamente, suponhamos que a cada ponto z de um conjunto X foi asso- 
ciada uma coleção 93x) de partes de X de modo que as 4 propriedades acima se- 
jam válidas. Declaremos um subconjunto A C X aberto quando, para cada z E A, 
existe um VE N(x) tal que zE V CA. Os abertos assim definidos consti- 
tuem uma topologia para X, relativamente à qua arami à coleção 

B(x) é a coleção das vizinhanças de try IVERSIDADE DE FORTAL 7 
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- 44, O exterior de um conjunto S num espaço topológico X é o conjunto ext.(S) = 
= {x € X; existe A aberto, com z €A C X — 8}. Tem-se ext(S) = int(X — 8). 
Em particular, ext.(S) é aberto. Para cada S C X, vale X = int(S)U fr(S) U ext(S), 
reunião disjunta. Em particular, fr.(S) é fechada e fr.(S) = fr.(X — S). Tem-se 
ainda int.(fr.(S)) = Ø. 


45. Seja M(n) o conjunto das matrizes quadradas reais com n linhas e n colunas. 
Estabeleça uma correspondência biunívoca entre M(n) e o espaço euclidiano R™. Por 
meio dessa correspondência, torne M(n) um espaço métrico. As aplicações det.: M(n) > R 
e m:M(n) X M(n) —» M(n), definidas por det.(X) = determinante da matriz X e 
m(X, Y) =X + Y = produto matricial de X por Y, são contínuas. O conjunto G(n) das 
matrizes n X n que possuem inversa é aberto em M(n). A aplicação r:G(n) > G(n), 
definida por r(X) = X-!, é contínua. O conjunto O(n) das matrizes ortogonais (isto é, 
matrizes cuja inversa é igual à transposta) é limitado e fechado em M(n). O conjunto 
G*(n) das matrizes cujo determinante é > O é aberto e fechado em G(n). Será Gn) 
fechado em M(n)? > 


46. Sejam f,9:X — Y aplicações contínuas do espaço topológico X no espaço de 
Hausdorff Y. O conjunto dos pontos z E X tais que f(x) = g(x) é fechado em X. É 
essencial que Y seja de Hausdorff? 


4. Seja M = {1,0 ER; 0<z<1}U (0,9) ER;0<y<1) com a mé 
trica induzida por |(z, y) — (x, y)| = máx. {|x — «'|,ly — y'i}. Em M, o fecho da 
bola aberta de raio 1 e centro (0, 1) não é a bola fechada de mesmo centro e raio. 


48. Para todo subconjunto não-vazio S de um espaço métrico M e todo ponto a E M, 
tem-se d(a, S) = d(a, 5). 


49. Seja M = R? — (0). Em M, os dois intervalos (0, 1] do eixo das abscissas e 
-do eixo das ordenadas são fechados, disjuntos, a uma distância nula um do outro. Também 
.os conjuntos F = {1, 2,3,...} e G = {1 1/2, 2 1/3, 3 1/4,...} -são subconjuntos fechados 
na reta, com F NG = Ø e d(F,6)=0. Em ambos os casos, obtenha abertos disjun- 
“tos contendo os fechados disjuntos. 


50. Seja F um subconjunto fechado não-vazio de um espaço métrico M. Para 
-cada inteiro n > 0, seja An = B(F;1n) = {z E M; dz, F) < 1/n). Então, F = N Am 
mostrando que todo fechado num espaço métrico é um “conjunto Gs”, isto é, uma in- 
terseção enumerável de abertos. . Por passagem ao complementar, resulta que todo aberto 
num espaço métrico é um “conjunto Fg”, isto é, uma reunião enumerável de fechados. 


51. Sejam X,Y espaços topológicos. Uma aplicação f: X —Y é contínua se, 
.e sômente se, para cada S C X, tem-se f(S) C JS). 


52. O fecho de um conjunto num espaço topológico X goza das seguintes proprie- 
-dades: 


1) Ø = Ø; 
2) SC 3; 
3 S=5; 


49 SUT=SUT. 
Estas propriedades implicam (sem retornar à definição) que se SC T então 


SCcTequeSNTCSN T. Recìprocamente, seja X um conjunto. Suponhamos 
-definida entre as partes de X uma aplicação S — 5 gozando das 4 propriedades acima. 


Defina um subconjunto 4 C X como -aberto se X — A = X — A. Mostre que se 


A guit b 
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obtém assim uma topologia em X; relativamente à qual o fecho de um subconjunto S 
S coincide com o conjunto S dado inicialmente. 


53. Seja (SykgL uma família arbitrária de subconjuntos de um espaço topoló- 
gico X. Pondo S= U Sy tem-se U Sa CS. Tomando os S} como pontos, vê-se 
que é possível ter U 5) =< S. 


54. Uma família (Sy)rg de subconjuntos de um espaço topológico X chama-se 
localmente finita quando todo ponto z € X possui uma vizinhança que intersecta apenas 
um número finito de conjuntos S}. Tôda família finita é localmente finita. No plano, 
para n = 1, 2,... sejam Sn = ()ER; 2 +y Ln} e Tn = R? — Sn Examine 
as famílias (Sn) e (Tn) quanto à possibilidade de serem localmente finitas. Se a família 
(Sr é localmente finita, pondo-se S = U Sy tem-se S = U Sa. Em particular, a ren- 
nião de uma família localmente finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado. Seja 
(Sar uma família localmente finita de partes fechadas Sa C X tais que X = U Sa. 
Uma aplicação f :X — Y é contínua se, e sômente se, para cada À E L, FISx:S > Y 
é contínua. Se (S)) é localmente finita, (SA) também é. 


55. Sejam X um espaço topológico e S um subespaço de X. Uma retração r : X > S 
é uma aplicação contínua de X sôbre S tal que r(x) = z para todo z ES. Diz-se então 
que S é um retrato de X. Um ponto é um retrato de todo espaço que o contém. Todo 
retrato de um espaço de Hausdorff é um subconjunto fechado dêsse espaço. Um retrato 
de um espaço conexo é conexo. Assim, por exemplo, o conjunto (0, 1), fronteira do in- 
tervalo (0, 1] ria reta, não é um retrato dêsse intervalo. Um teorema famoso, devido a L. 
Brower, afirma que a esfera S”! não é um retrato da bola D”. S é um retrato de X se, 
e sômente se, SC X e tôda aplicação contínua f:S-Y estende-se a uma aplicação 
contínua f:S —>Y (isto é F|S = f) Dado p € S” definir uma retração de D” — p 
sôbre STA — p. 


56. Sejam Sı C Xn... Sn C Xn Mostre que S1 X... X Sa = 5 X- .. X Sn- 


57. Seja f:X —Y uma aplicação contínua de X sôbre Y. A fim de que f seja 
fechada é necessário e suficiente que, para todo ponto y € Y e todo aberto U em X com 
J'u) C U, exista um aberto Vem Y tal que y E VejKV) CU. 


58. Seja p:X — X/E uma aplicação quociente. Para que y seja fechada é ne~ 
cessário e suficiente que o saturamento de todo subconjunto fechado de X seja fechado. 
Uma condição equivalente é que todo aberto U, contendo uma classe de equivalência C, 
deve conter também um aberto saturado V, com C C VC U. 


59. Para que, no espaço quociente X/E, todo ponto seja um subconjunto fechado, é 
necessário e suficiente que tôda classe de equivalência segundo E seja fechada em X. 
O Exerc. 31 mostra que, mesmo'se a relação E é aberta, esta condição é necessária mas não 
suficiente para que X/E seja um espaço de Hausdorff. 


60. Seja G = {(z, y) E X X X;zEy) o gráfico da relação de equivalência E. Se 
X/E fôr um espaço de Hausdorff, então G é um subconjunto fechado de X X X. Se 
GCXXX fôr fechado então todo ponto em X/E é fechado mas não se pode garantir 
que X/E seja um espaço de Hausdorff, mesmo quando X o é Se GCXXX fôr 
fechado e a relação E fôr aberta então X/E é de Hausdorff. 


61. Sejam 4,,..., An abertos num espaço normal X, tais que X = A1 U... U Ap. 
Existem abertos B;,..., Bn em X tais que Bı C An. -s Bn C Ane X<=BU..U Ba 
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Generalizar para uma “amília enumerável localmente finita (cy. Exerc. 54) com X=4A, U 
VAU... VAÇU.... A hipótese “localmente finita’ pode ser enfraquecida? Eli- 
minada ? 


62. Seja X o espaço topológico obtido modificando-se a topologia do intervalo 
[0, 1] do seguinte modo. Consideramos os intervalos da forma [0, a) C [0, 1] e de cada 
um dêles retiramos pontos 1/n, n = O inteiro, obtendo assim o intervalo modificado 
[0, a)*. A topologia de X terá sua base formada pelos abertos usuais de [0, 1] e mais os 
intervalos modificados. X é um espaço de Hausdorif que possui uma base enumerável 
mas não é normal. Em particular, X não é metrizável. 


63. Seja X o espaço definido no Exerc. 15. Xe X X X são espaços de Hausdorff 
normais. Mas o subconjunto aberto Y = X X X — (9, Q)} do quadrado X XX 
não é normal. Com efeito, os subconjuntos disjuntos F = (Xx {DNA Y eG =(((MX 
X X) N Y são fechados em Y mas não estão contidos em abertos disjuntos. 


64. Um espaço normal é de Hausdorff se, e sòmente se, cada um dos seus pontos 
é um conjunto fechado. 


65. Para tôda função contínua f : [0, 1] — [0, 1] existe um ponto z € [0, 1] tal que 
Ka) = 2. 


66. Um espaço métrico conexo contendo mais de um ponto não é enumerável. 
Segue-se que todo espaço métrico enumerável é totalmente desconexo. 


67. Considere os subespaços 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 do plano Rê. Mostre que 
entre êles existem exatamente cinco tipos homeomorfamente distintos. Quais dêsses 
espaços são homogêneos? (Um espaço topológico X diz-se homogêneo quando, dados 
q, y E X arbitrários, existe um homeomorfismo h: X — X tal que A(z) = y.) Dê duas 
respostas, conforme os pontos extremos dessas figuras são considerados como pertencen- 
tes a elas ou não. 


68. Todo subconjunto aberto da reta se exprime, de modo único, como reunião 
enumerável de intervalos abertos disjuntos. (Vide Exerce. 7.) 


69. Seja Co o conjunto das funções contínuas j : [0,1] — R tais que j(0) = (1) = 0. 
Um número a € [0, 1] chama-se uma corda da função f quando existe z E [0, 1] tal que 
xz +a € [0,1] e j(z +a) = f(z). (Isto significa que o gráfico de f possui uma corda 
horizontal de comprimento a.) Um número a € [0,1] chama-se uma corda universal 
quando a é uma corda de tôda função f E Co. Mostre que as cordas universais são pre- 
cisamente os números 0, 1, 1/2, 1/3, ... 


70. O grupo G(n) das matrizes reais n Xn com determinante x O é desconexo. 
Suas componentes conexas são Gn) = {X E G(n); det(X) > 0) e G-(n), definida anà- 
logamente. (Vide Exerc. 45.) 


71. Sejam X um espaço topológico e E a relação de equivalência em X cujas plasses 
de equivalência são as componentes conexas de X. O espaço quociente X/E é totalmente 
desconexo. Se X fôr localmente conexo, a aplicação quociente p:X — X/E é aberta 
e-X/E é discreto. 


72. Um espaço topológico X é conexo se, e sômente se, para cada par de pontos 
x,y € X, existe um subconjunto conexo C C X tal quer GE Cey EC. 
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73. Para que um espaço topológico X seja conexo é necessário e suficiente que 
tôda aplicação contínua de X num espaço discreto seja constante. 


74. Seja E um subconjunto enumerável de R”, r> 1. Dados z = y quaisquer 
em Rº — E, seja L uma reta em R” que não contém z nem y. Existe um ponto a E L 
tal que a poligonal [z, a] U [a, y] está contida em R” = E. Conclua que o complemen- 
tar de qualquer subconjunto enumerável de R” (7 > 1) é conexo por caminhos. Assim, 
R não é homeomorfo a R”, n > L 


75. O gráfico de uma aplicação contínua definida num espaço conexo é conexo. 
Recíproca ? à 


76. As letras J, X, Y e o plano são duas a duas não homeomorfas. 


77. O produto cartesiano X X Y é conexo se, e sômente se, cada um dos fatôres 
X,Y é conexo. x 


78. Seja X um espaço topológico. Uma função real f : X — R diz-se semicontinua 
inferiormente no ponto a E X, quando, para cada e> 0, existe uma vizinhança V de a 
tal que z E V implica Ka) — e < f(z). De modo análogo ise define semicontinuidade 


superior. Seja f:R>R a função definida por j(z) = (z + 1) sen + para zxO e 


H0) = a. Sefôr a< —1, f é semicontínua inferiormente no ponto 0. Sea > 1, então 
f é semicontínua superiormente no ponto O. Mas se —1 <a < +i, então f não é semi- 
contínua no ponto O. Uma função é contínua se, e sômente se, é semicontínua inferior 
e superiormente, A fim de que f : X — R seja semicontinua inferiormente, é necessário 
e suficiente que, para cada a E R, o conjunto Xa = {z € X; f(z) > a} seja aberto em X. 
Um subconjunto SC X é aberto se, e sômente se, sua função característica Ég é se- 
micontínua inferiormente. Anàlogamente, S é fechado em X se, e sômente se, 
Es:X — R é semicontínua superiormente. (Vide Exerc. 39.) Os intervalos abertos 
(a +œ) a ER, formam a base de uma topologia em R relativamente à qual as 
funções contínuas são as funções semicontínuas inferiormente f:X>»R no sentido 
usual. Anàlogamente para os intervalos (— o,a). Sejam X um espaço topológico 
e M um espaço métrico. Dada uma aplicação j: X — M, define-se uma função real 
wj:X — R pondo, para cada zE X, w(x) = ínfimo dos diâmetros ôl /(U)], onde U 
percorre as vizinhanças de z. (Oscilação de f no ponto z.) A função w é semicon- 
tínua superiormente. Concluir que o conjunto dos pontos de continuidade de uma fun- 
são real f : X — R é um Gs. (Vide Exerc. 50.) Em particular, o conjunto dos números 
irracionais é um G; na reta. 


79. Grupos topológicos. Preencha os detalhes da exposição seguinte. Um grupo 
topológico G é um espaço topológico, munido de uma estrutura de grupo tal que as apli- 
cações m:GXG-Ger:G-—6, definidas por m(z, y) = z -y e r(z) = 1, são con- 
tínuas. 

A reta R ou, mais geralmente, qualquer espaço vetorial normado E, é um grupo topoló- 
gico (comutativo) relativamente à adição (z, y) > 2 +y- O conjunto R* dos números reais 
= 0 e o conjunto C* dos números complexos + O são grupos topológicos relativamente 
à multiplicação. Todo subgrupo de um grupo topológico é um grupo topológico, quando 
considerado comia topologia induzida. Assim, o conjunto R* dos reais >0 e o círculo 
unitário S!, subgrupos (multiplicativos) de R* e C* respectivamente, são grupos topo- 
lógicos. O grupo G(n) das matrizes reais invertíveis n X n é um grupo topológico e as 
matrizes ortogonais formam um subgrupo O(n) C G(n). Se G e H são grupos topológicos 
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então G X H, com a topologia produto e a estrutura de grupo dada por (g, k) - (g', h) = 
= (99', hh'), é um grupo topológico. Em particular, R” = R X...X R, os toros 
T” = S! X... X S!, o cilindro S! X R são grupos topológicos. 

Num grupo topológico G, para cada g E G podemos definir a translação à direita 
ôg: G —G, ôdx) = zg, e a translação à esquerda g :G —G, Az) =9-z. Para todo 
g E G, as translações p e A são homeomorfismos de G. Também é um homeomorfismo 
de G a aplicação r : G — G tal que r(z) = z+}. Um grupo topológico é um espaço topo- 
lógico homogêneo. (Vide Exerc. 67.) Em particular, (0, œ) é um grupo topológico 
relativamente à multiplicação de reais mas nenhuma operação pode tornar [0, œ) um grupo 
topológico. As vizinhanças de um ponto z num grupo topológico G são os conjuntos da 
forma zV = {z -v;v E V} onde V é uma vizinhança arbitrária do elemento neutro e. 
(Podfamos ter feito uma afirmação análoga com V. z.) 

Num grupo topológico G, dada uma vizinhança U do elemento neutro e, existe uma 
vizinhança V de e tal que VV-IC U, onde VV- = (ryl; x,y E V}. Para que um 
grupo topológico G seja um espaço da Hausdorff, é necessário e suficiente que o elemento 
neutro e seja um subconjunto fechado de G. 

Dados dois grupos topológicos G, H, um homeomorfismo q :G — H é contínuo se, 
e sômente se, é contínuo no ponto e E G (e = elemento neutro 1). 

Seja H um subgrupo de grupo topológico G. A relação de equivalência z =y 
(mod. H) zy! € H é aberta. O espaço quociente G/H é de Hausdorff se, e sômente 
se, H é fechado em G, Se H é um subgrupo invariante, então G/H é um grupo topoló- 
gico. Exemplo: T” = R”/Z”. As seguintes afirmações acêrca de um subgrupo HC G 
são equivalentes: 


a) H é um subespaço discreto de G; 
b) existe uma vizinhança V do elemento neutro e E G tal que V NH = e; 
c) a aplicação quociente y :G — G/H é um homemorfismo local, 


Se G é um grupo topológico de Hausdorff, todo subgrupo discreto H C G é fecha- 
do em 6. 


Todo subgrupo aberto de um grupo [topológico é também fechado. Exemplo: o 
subgrupo G*(n) C G(n). (Vide exercício 45.) Um subgrupo ou tem interior vazio ou 
é aberto (e portanto fechado). Segue-se que um grupo topológico conexo é gerado por 
quaisquer vizinhanças do elemento neutro. Em qualquer grupo topológico, a compo- 
nente conexa do elemento neutro é um subgrupo invariante fechado. 


Limites = 


Capítulo IV 


$1. Introdução 


Estudaremos, neste capítulo, o conceito de limite. Daremos mais 
atenção aos limites de sequências, que constituem um instrumento de grande 
utilidade para o estudo dos fenômenos topológicos nos espaços métricos. 
Mostraremos como funções contínuas, fechos, conjuntos fechados, abertos 
e pontos de acumulação se deixam caracterizar por meio de limites de se- 
qiiências em espaços métricos. Estudaremos em separado os limites de 
sequências de funções e a noção de convergência uniforme. Diremos 
também algumas palavras sôbre os limites da forma lim f(x). Finalmente, 


L—a 

examinaremos os limites de segiências em espaços topológicos não metri- 
záveis, chamando a atenção para o fato importante de que, se um espaço 
topológico não satisfaz ao chamado “primeiro axioma da enumerabilidade”, 
então as propriedades topológicas locais nesse espaço não podem ser carac- 
terizadas por meio de limites de segiúências. O exemplo por meio do qual 
exibimos êsse fenômeno é o espaço de tôdas as funções f:R—> R, com a 
topologia da convergência simples. 


$2. Limite de uma Seguência 


Uma segiiência (ou uma sucessão) num conjunto X é uma aplicação 
definida no conjunto N = (1, 2, 3,..., n,...} dos números inteiros posi- 
tivos e tomando valôres em X. A cada inteiro n E N a seqüência faz cor- 
responder um elemento de X, que indicaremos com x, e chamaremos o 
n-ésimo têrmo (ou têrmo de ordem n) da segiência. A própria sequência é 
indicada com as notações (21) ou (Lı, Za...» nar: - +). 
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Deve-se distinguir a segiiência (z,) — que é uma função — do seu 
conjunto de valóres {tnn = 1, 2,...}. Pode acontecer que Tm = Ta 
com m >< n; na realidade, o conjunto de valôres de (x) pode até ser finito, 
como no caso extremo de uma segiência constante, x, = a para n = 1,2,..., 
na qual o conjunto de valôres reduz-se ao único elemento a. 


Uma subsegiência da sequência (x,) em X é uma restrição da aplica- 
ção n — Tn à um subconjunto infinito N' = {nı < nə < ...} do conjunto 
N = {1,2,...}. Uma subsegiência € representada pelas notações (Om) 
(Enp Xng err Tag- -) ou (Cm EN. 


Estritamente falando, a subseqüência (Enys Tnys- --» Eno. --) NÃO parece 
ser uma segiência em X, pois não é uma aplicação de N em X. Entretanto, 
(£n) pode ser considerada, de modo natural, como a aplicação 1-> Eny 
2 — Tny. e, K —> Tnk,- . . e portanto como uma seqüência em X. 


Uma seqüência (£n), num espaço métrico M, diz-se limitada quando o 
conjunto dos seus valôres za fôr um subconjunto limitado de M. Por exem- 
plo, tôda seqüência constante é limitada; a seqüência z, = n, na reta, não 
é limitada. 


Num espaço métrico M, diz-se que o ponto x é limite da seqüência (£n) 
quando, para todo e > 0 dado arbitràriamente, fôr possível obter no € N 
tal que n > no implique d(zn, z) < e. Por exemplo, O é limite da seqüên- 
cia (1/n) de números reais, porque dado e > O arbitrariamente, é possi- 


vel obter um inteiro no > 0 tal que mo 2 1/e. Então, n.> no implica ""* 


[mn — 0] =1/n < 1/no < €. 


Quando z é limite da seqüência (z4), diz-se também que zn tende para z, 
ou que Tn converge para x, e indica-se êste fato com as notações Tr — T, 
z= lim za, x= liM Zn o z = lim za. 


n nos 


Se o espaço métrico M possui pelo menos dois pontos distintos a e b, 
existem em M seqiiências que não possuem limite, como por exemplo a 
segiiência definida por zn = a se n fôr ímpar e x, = b se n fôr par. Nenhum 
ponto « € M pode ser limite de (xx) pois, tomando-se e igual ao menor 
dos números d(x, a) e d(z,b) tem-se e > O mas a e não corresponde ne- 
nhum inteiro no que cumpra a condição d(zn, 2) < e para todo n > no. 


Uma segiência que possui limite chama-se convergente; uma que não 
possui diz-se divergente. 


Por exemplo, (1/n) é uma segiiência convergente na reta R. Conside- 
rando o subespaço P C R formado pelos números reais > 0, (1/n) é uma 
seqüência divergente em P. [Se fôsse I/n->z E P, a sequência (1/n) 
teria dois limites, O e x, em R, contrariando a Prop. 2, a ser demonstrada 
logo a seguir.) 
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Proposição t — Num espaço métrico M, tem-se lim tn = £ se, e sò- 
mente se, para todo subconjunto aberto A contendo o ponto x, existe um índice 
no tal que n > no implica x, E À. 


Demonstração: De acôrdo com a definição, lim x, = x significa que 
qualquer bola aberta B(z;e), de centro z, contém todos os têrmos £n 
cujos índices n são maiores do que um certo no (obtido a partir do raio €). 
Ora, se A é aberto e contém z, contém uma bola B(z; e). Logo, se 
z = lim Ty, OS £n pertencem a À a partir de uma certa ordem no. Recipro- 
camente, se esta condição é satisfeita para todo aberto contendo x, ela vale 
em particular para as bolas abertas B(x; €) e portanto lim q, = x. 


Cororário — Num espaço métrico, lim £n = x se, e sómente se, para 
cada vizinhança V do ponto x existe um índice no tal que z, E V para todo 
n > nao. 


A condição expressa pela Prop. 1 (ou pelo seu corolário) serve de defi- 
nição de limite de uma seqüência num espaço topológico qualquer. 


Num espaço métrico, z = lim z, significa que tôda bola B(x), de cen- 
tro x, (e portanto todo aberto 4 Ð x ou tôda vizinhança V D x) contém £n 
para qualquer valor de n, com exceção de apenas um número finito dêles 
(que são xr x2,..., Zn). Isto também se exprime dizendo que £n E B(x) 
(ou x, E A, ou zn E V) para todo n suficientemente grande. 


OBSERVAÇÃO — Para bem compreender os fatos relativos à conver- 
gênçia de sequências, convém ter clara a diferença entre as seguintes afir- 
mações a respeito de uma segiiência (sa) num conjunto X: 


a) Para todo n suficientemente grande, zn goza de uma certa proprie- 
dade $. 


b) Existem inteiros n arbitrâriamente grandes tais que ta goza da pro- 
priedade $. 


O significado formal do enunciado a) é que existe um inteiro no tal 
que x, goza da propriedade P para todo n > no. Por outro lado, b) signi- 
fica que, dado qualquer ns E N, existe um têrmo £a, com índice n > no, 
que goza da propriedade P. . 

Em outras palavras: b) significa que o conjunto dos inteiros n E N 
tais que z, goza da propriedade $ é infinito, enquanto a) afirma que êsse 
conjunto tem complementar finito em N. Evidentemente, a) implica b). 

Por exemplo, num espaço métrico contendo os pontos a = b, sejam 
Zi = T3 = Ts =... =Q ez:= T; = =... =b., Dada uma vizinhança 
qualquer de a, temos Tan E V para valôres arbitràriamente grandes de n. 
Por outro lado, se V fôr uma bola de centro a e raio d(a, b), não é verdade 
que zn, E V para todo n suficientemente grande. 
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A propriedade seguinte, que decorre de ser M um espaço de Hausdorff, 
nos permitirá dizer “x é o limite de (x,)” em vez de “x é um limite de (x,)”, 
como dissemos até agora. 


Proposição 2 — (Unicidade do limite) — Num espaço métrico M, uma 
seguência convergente possui um único limite. z 


Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que exista uma seqüência 
(£n) em M, com limz = x, lmz = y e ry. Como M é um espaço 
de Hausdorff, existem vizinhanças U Ðz e VDy em M, tais que 
UNV =Ø. Sendo z =im z,, existe nı E N tal que x, € U para todo 
n>m. Anàlogamente, existe n: Œ N tal que £n E V para todo n > ne. 
Seja no = máx. {nı n}. Para todo n > no devemos ter simultâneamente 
In E U e z, E V, o que contradiz o fato de ser U N V = Ø. 


Prorosigão 3 — Para que uma seqüência (x, Ty... Zn...) num 
espaço métrico M, possua uma subsegüência convergente para um ponto a E M 


é necessário e suficiente que tóda vizinhança de a contenha têrmos x, com in- 
dices n arbitrâriamente grandes. 


Demonstração: Seja (Eny Tny- - -» Enp»---) uma subsegiiência de (zm) 
convergindo para a. Tôda vizinhança U Ð a contém os zm, com exceção, 
no máximo, de Zay.. «» Taky Logo, U contém têrmos x, com índices n = ng 


arbitráriamente grandes. Reclprocamente, supondo válida esta proprie- 
dade, a bola B(a; 1), de centro a e raio 1, conterá algum-têrmo 2,,; à bola 
B(a; 1/2) conterá algum têrmo za, com n2 > nı e assim por diante; para 
cada k E N é possível escolher um Tay E B(a; 1/k), com nz > ny. Isto 
define um subconjunto infinito N’ = (ny,n2,..., Nx...) CN e portanto 
uma subsegiiência (£n, Tny...) à qual tem a propriedade d(z,, a) < 1/k, 
donde Zn — q. 


Proposição 4 — Se qm —>a, então tôda subseguência de (xn) converge 
para a. 


Demonstração: Evidente. 


Segue-se da Prop. 4 que se uma segiiência (x) num espaço métrico 
possui duas subseguências convergindo para limites distintos, então (x,) 
é divergente. Em particular, se existir uma infinidade de valôres de n 


tais que zn = q, então ou Ta — 4 ou Ta diverge. 


Se d e d' são métricas equivalentes em M, x — x segundo a métrica d 
se, e sômente se, x — x segundo d’. Isto significa que “x = lim zta” é 
uma propriedade topológica, e resulta da Prop. 1. 


EXEMPLOS 


l. Seja «€ M um ponto isolado. Então, x, — a se, e sômente se, 


existe no E N tal que x, = a para todo n > no. Em particular, as únicas 
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sequências convergentes num espaço métrico discreto são aquelas que, a 
partir de uma certa ordem, tornam-se constantes. 


2. Uma segiiência de números reais z, converge para um número 
real x se, e sômente se, para cada e > O, existe no EN tal que m > no 
implica z—- €< am <x-+e A convergência de uma segiência num 
espaço métrico reduz-se à convergência de números reais, pois £n — T se, 
e sômente se, a segiiência de números reais d(z,, x) converge para Q. 


3. Tôda segiiência convergente num espaço métrico M é limitada. 
Com efeito, se lim x, = z E M então, tomando € = I]; vemos que existe 
no E N tal que, exceto talvez os pontos %4,..., Zn, todos os demais x, estão 
contidos na bola B(x; 1). Assim, o conjunto dos valôres da sequência (zn) 
está contido na reunião (x,..., Tno} U B(x;1) e portanto é limitado. A 
recíproca é evidentemente falsa. 


4. Diz-se que uma segiiência (x,) de números reais é não-decrescente 
quando zı < z2 L ... L Ta L ..., isto é, m < nimplicazm < In. Quando 
isto se dá, pondo-se a = sup. {tn; n = 1, 2, :.. }, tem-se a = lim za. Com 
efeito, dado e > O arbitrário, pela definição de sup., existe no E N tal que 
a—€e<zy<a Mas n>n implica mZ Zn. Logo, n > no “implica 
a— E<, La, o que prova serlima =a. Evidentemente, resultado 
análogo vale para seguências não-decrescentes. 


5 Seja x = sup. X, onde X é um conjunto não-vazio de números 
reais limitado superiormente. Existe uma sequência de números reais 
ín E X (a qual podemos supor não-decrescente, se fôr preciso) tal que 
lim z, =x. Com efeito, pela definição de sup., existe sı X tal que 
s—-1I<m<e. Seja agora n > 1 e suponhamos que tenham sido defini- 
dos %1,...,%-1 pertencentes a X, de modo que v — i/i < ti < x, i = 
=]1,...,n—l. Novamente, pela definição de sup., existe -£ E X tal 
que z — ijn < ix <x. Seja En = MÁX. {£n', Tni}. Então £a E X, 
In © Tai ex—ln<ax<x. Fica, então definida indutivamente uma 
seqüência não-decrescente de números E X com 0 < z— x < l/n, 
donde lim x, = x. (Note-se que, se x E X, podemos tomar todos os £n = z.) 
Anàlogamente, se y = inf. X, existe uma seqüência (não-crescente, se qui- 
sermos) de números yn € X com limy =y. Em particular, dado um 
subconjunto não-vazio limitado 4, de um espaço métrico M, existem se- 
qüências de pontos x, ya CA tais que lim d(£r, Yn) = Ô(A). [Note se 
que (Tn) nem (yn) precisam ser sequências convergentes em M.] Anàlo- 
gamente,: dado a Œ M, existe uma seqüência de pontos an E 4 com 
lim d(an, a) = d(a, A). Finalmente, dados A, B C M, existem segiencias 

n 


de pontos an € 4, ba E 4 com d(an, bn) — d(A, B). Novamente, nem (ar), 
nem (bn) precisam convergir em M. 
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6. Seja P* = (0,1,1/2,...,1/n,...) considerado com a métrica 
induzida da reta. Todo ponto de P* é um ponto isolado, com a exceção 
de O. As vizinhanças de O em P* são os complementares dos subcon- 
juntos finitos de P* que não contêm o zero. Dada uma segiiência (£a) 
num espaço métrico M, tem-se lim z, = z E M se, e sômente se, a aplica- 
ção f:P*— M, definida por f(1/n) = £a, f(O) = x, fôr contínua. Com 
efeito, sendo os demais pontos de P* isolados, basta examinar a continui- 
dade de f no ponto 0, a qual evidentemente equivale a lim x, = z. 


7. Seja (x) uma segiiência convergente de números reais. Se zn > 0 
para todo n suficientemente grande, então lim x, > O. Com efeito, seja 
z = lim £a. Se fôsse z < 0, existiria um intervalo (z — e x + e) con- 
sistindo inteiramente de números negativos. Mas, para todo n suficien- 
temente grande, Z, E (x — e£ +€) o que contradiz 7,2 0. (Note-se 
que, mesmo admitindo-se 7, > 0 para todo n, não se pode concluir 
lim za > 0.) Resultado análogo vale para z, < 0. Ficou mostrado também 
que se lim tn = z < O existe no E N tal que n > no implica x < 0. Se- 
melhantemente, para x > 0. 


8. Resulta diretamente da definição de limite que uma segiiência 

(£a, Eo.. -, Zn...) num espaço métrico M, converge para um ponto z E M 

se, e sômente se, fixado arbitràriamente p E N, a seqüência (£pi, przy... 

Zrim...) converge para z. Escreve-se então lim Zn = limZpm e diz-se 
n 


que x convergência e o valor do limite não se alteram quando se abandonam 


da segiiência, ou a ela se acrescentam, um número finito de têrmos. 


9. Sejam (Ta), (Yn) segiiências convergentes num espaço vetoria 
normado E e (A) uma segiiência convergente de escalares. Então, as se- 
quências (£n + Yn) e (nTn) são convergentes em E, valendo lim (zn + Yn) = 
=lim x, + lim yr € lim (Anzn) = (lim A): (lim zn). Além disso, se lim A, = 0, 
então lim (1/5) = 1/(lim A). 


Orservação — Se lim A, x 0, tem-se A, = O para todo n suficientel 
mente grande. Abandonando-se eventualmente os têrmos A = O, que 
são em número finito, não se altera a convergência de (Am) e 1/An tem sentido. 

A demonstração dêstes fatos pode ser feita diretamente, ou combi- 
nando à Prop. 2 do Cap. II com o Ex. 6 acima. Por exemplo, no caso de 
Zn + Yn, as aplicações f, g : P* > E, definidas por j(1/n) = £n, J(0) = lim zp, 
g(lin) = Yn, 9(0) = lim yn, são contínuas e portanto f + g : P*— E é con- 
tinua. Mas GN) =mntm e (f+g)(0) = lim z, + Hm yr 
Logo, Zn + Yn converge para lim ta + lim yn. 


10. Seja a um número real, com 0 < [a] < 1. Então, lim a” = 0. 
tos 


Basta demonstrar no caso em que 0 < a < 1 porque [a”| = |a|” e a defi- 
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nição de lim |za| = O é idêntica à de limz, = 0. Se0<a< 1l, segue-se 
que a> @ >a... e portanto existe o limite | = lim a". Pelo Ex. 9, 


al = a(lim a”) = lim (a™!) = l, isto é, Ka — 1)=0. Como a% l, se- 
gue-se que l = 0. 


1l. Seja M = MıX ... X Mk um produto de espaços métricos. 
Dar uma seqüência (x,) em M equivale a dar k seqüências de coordenadas: 
(imnen em Mi.. -, (Tnk)ngn em My, de modo que Zn = (Tni, Tros- -; Enk). 
Seja a = (an..., ar) EM. Tem-se limz,=a se, e sômente se, para 
cada i= 1,..., k, tem-se lim zm = q. Com efeito, de acôrdo com o 
Ex. 6 e com a Prop. 3 do Cap. II, as seguintes afirmações são equivalentes: 

1.º) lim tr = a; 
2.º) a aplicação f : P* — M, definida por }(1/n) = £n, J(0) = a, é contínua; 
3.º) para i= 1, 2,. . ., k, as aplicações f; : P* — M, definidas por f; (1/n)= 
= Tni fi(0) = q;, são contínuas; 
4.º) para i =.1, 2,..., k, tem-se lim £m = O. 
n 

Em particular, uma seqüência de pontos En = (Ert, En,- . o, Ert) E RFE 

converge para um ponto a = (a!, a?,. .., a¥) E R* se, e sòmente se, lim qz,’ = 
. n5o 
= a para cada i = 1,2,...,k.. 

12. Séries. Seja (Ta) uma segiiência de pontos num espaço vetorial 
normado E. Para cada n E N podemos formar a sema parcial Sn = zı + 
+... + 2 E E. Se existir o limite lim Sa, diremos que a série >) zn, ou 

n=1 


noo 


simplesmente Zz, é convergente e sua soma será, por definição, igual alim Sa. 
Se o limite das somas parciais não existir, diremos que Zz, é uma série 


divergente. Por exemplo, para E = R ou C, se |a| < 1, a série > a™ = 
nei 


=l+tated+...+a+4..., chamada série geométrica de razão a, é 
convergente e sua soma é igual a 1/(1 — a). Com efeito, para cada 
n = 1,2,..., temos a identidade: 


I-e=U-cditate+r.+emD)= (1-0) 


Logo, S” = (1 — a")/(1 ~ a). Segue-se que lim S, = 1/(1 — a). Se uma 


série z, é convergente, tem-se lim z, = lim (Sat — Sn) = lim San 

— lim S, = 0. (Isto é, o têrmo geral z, de uma série convergente tem limite 

zero. À recíproca é falsa. Com efeito, demonstra-se em Cálculo que a série 

Balne)=1 + 1/2% + 1/82 +... é convergente para « > 1 e divergente 

para a < 1. Assim, por exemplo, se a = 2, obtemos que 1 + 1/4 + 
e 


| 
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+ 1/9 + 1/16 +... é convergente mas, para æ = 1, a série “harmônica” 
1+1/2+4+1/8+1/4+4+ ... é divergente, apesar de seu têrmo geral ijn 
tender para zero. 


83. Topologia e Convergência 


Neste parágrafo, mostraremos como exprimir conceitos topológicos 
através da noção de limite de uma segiiência. Iniciaremos com a formula- 
ção do conceito de função contínua. 


Proposição 5 — Sejam M e N espaços métricos. Para que uma apli- 
cação f : M —>N seja contínua no ponto a E M é necessário e suficiente que 
3na em M implique J(x,) >j(a) em N. 


Demonstração: Seja f continua no ponto a. Dado e > 0, existe ô > 0 
tal que d(z, a) < ô implica d(f(x), f(a)) < e. Se zn — a, existe no tal que 
n>n implica d(zn, a) < ô. Logo, n > no implica dx), J(a)) < € e 
portanto f(za)— f(a). A condição é, pois, necessária. Recìprocamente, 
se f não fôr contínua no ponto a, existe e > 0 tal que, qualquer que seja. 
ô > 0, há sempre pontos z E M que distam de a menos que ô enquanto 
a distância de f(x) a f(a) é maior do que ou igual ae. Tomando ô sucessi- 
vamente igual a ł, 1/2, 1/3,... obtemos os pontos zı, £2, Zs... tais que 
dim a) < 1/n e d(f(zn), jla) 2 e. Em suma, supondo que f não é con- 
tínua no ponto a, foi-nos possível obter uma seqüência (xx) convergindo para 
a e tal que (J(x,)) não converge para j(a). Logo, a condição é suficiente. 


Cororário 1 — Para que j: M —>N seja contínua no ponto a E M é 
suficiente que tn — a implique que (J(xn)) seja convergente em N. 

Com efeito, esta hipótese acarreta que, para tôda (£n) convergindo para 
a, (J(xn)) deve convergir para f(a). Pois se tivéssemos f(x.) — b = f(a), a 
segiência (Zn), tal que Zom- = Zm € Zm = a (m = 1,2,...), converge para a, 
mas f(2n) tem duas subsegiiências, uma convergindo para bE N e outra 
convergindo para f(a). Logo, (J(2n)) não é convergente. 


Cororário 2 — Para que f:M >N seja contínua, é necessário e su- 


Jiciente que a imagem (J(xn)) de tôda segriência convergente (zn) em M seja 
uma segiência convergente em N. 


EscóLro — À fim de que j:M —»N seja continúa no ponto aE M é 
suficiente que, para tôda segiiência (xr) em M convergindo para a, land) admita 
uma subseqüência convergindo para f(a). 

Com efeito, se j não fôr contínua no ponto a, a demonstração da Prop. 5 
fornece uma segiiência zn — a, tal que (f(z,)) não possui subsegiência al- 
guma convergindo para f(a). 
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Em seguida, caracterizaremos o fecho de um conjunto. 


Prorosição 6 — Seja S um subconjunto de um espaço métrico M. Para 
que x E Sem M é necessário e suficiente que x seja limite de uma segiência 
de pontos 7, E S. 


Demonstração: Se z = lim zn, com x, E S para todo n, então qualquer 
vizinhança V de x contém pontos de S, pois E V para todo n suficiente- 
mente grande. Logo, x E S. Reciprocamente, se s E $ então, para cada 
n = 1, 2, ... podemos escolher um ponto x, de S na bola aberta B(z; 1/n). 
Obtemos assim uma segiiência de pontos t, E S, com d(x, zn) < In e 
portanto x = lim Ta. 


Corozário 1 — Um ponto x E M perience à fronteira de S se, e sômente 
se, © = lim 3n in E S e z = lim Yn, Yn E M — S. 
Com efeito, fr. (S5) = S N M — S. 


Cororário 2 — Sejam f, g : M — N aplicações contínuas. DadoS C M, 
se f(x) = g(x) para todo £ E S, então f(x) = g(x) para todo z E Š. 

Com efeito, dado « E S, temos z = limz, % E S e portanto j(x) = 
= lim J(xm) = lim gftn) = g(x). 


Proposição 7 — Para que um subconjunto F de um espaço métrico M 
seja fechado, é necessário e suficiente que êle contenha o limite de tôda següência 
convergente de pontos x, E F. 


Demonstração: Para que F seja fechado, é necessário e suficiente que ~“ 


FD F. Mas, pela Prop. 6, F é o conjunto dos limites das sequências (zn) 
com x, E F. 


Proposição 8 — Seja M um espaço métrico. Para que um subconjunto 
ACM seja aberto é necessário e suficiente que tôda segiência (£n) que con- 
verge para um ponto a E À tenha x, E À para todo n suficientemente grande. 


Demonstração: A necessidade da condição é expressa pela Prop. 1. 
Reciprocamente, supondo satisfeita a condição, se tn E M — A para todo n 
em x, então x não pode pertencer a A, logo, z E M — A. Assim, M — À 
é fechado (Prop. 7) e portanto A é aberto. 


Prorosição 9 — Seja M um espaço métrico. Para que xE M seja 
ponto de acumulação de um subconjunto S C M é necessário e suficiente que 
exista uma segiiência de pontos tr E S, com &% > T € Em Æ In param x Nn. 

(Isto se exprime dizendo que x é limite de uma segiiência de pontos 
distintos pertencentes a S.) l 


Demonsiração: Suponhamos que z ES”. A bola aberta B, = B(x;1) 
contém um ponto. 2 € S, mx x. A bola aberta B», de centro z e raio 


CCCCECCECCECCECCECCECCCCCCCCCCCCCCcCcCCcE 


2222229999) 


222222222 )222222222922329295 


54 SEQUÊNCIAS DE FUNÇÕES us 


igual a min. (1/2, d(r, zı)}, contém um ponto t: € S, t23 e (necessà- 
riamente) z2 zı Prosseguindo anàlogamente obteremos, para todo 
n EN, uma bola aberta B,, de centro x e raio igual a min. (1/n, d(x, ta-)+, 
a qual contém um ponto m € S tal que mze £n E {tn Ta... Ena). 
Chega-se assim a uma seqüência de pontos Ta E S, com Tm * % param Æ Nn, 
e d(z, £a) < 1/n, donde x, — x. Recìprocamente, se existe uma tal se- 
qüência tendendo para x, então qualquer vizinhança V de x contém Ta para 
todo n suficientemente grande. Como os x, são dois a dois distintos, po- 
demos garantir que existe em V algum ponto de S diferente de x, e portanto 
TES. 


EXEMPLO 


13. Seja X um conjunto não-vazio de números reais limitado superior- 
mente. Se X fôr fechado na reta, então sup. XE X. Com efeito, pelo 
Ex. 5, existe uma segiiência de pontos zm E X com lim z, = sup. X. 
Pela Prop. 7, isto implica sup. X € X. Anâãlogamente, todo subconjunto 
X C R, fechado, não-vazio e limitado inferiormente contém o seu ínfimo. 


§ 4. Seguências de Funções 


Seja X um conjunto qualquer e M um espaço métrico. Diz-se que 
uma segiiência de aplicações fa : X —M converge simplesmente para uma 
aplicação f : X —M quando, para cada z E X, a sequência (f(x), fala),...» 
Ínlx)....), de pontos fa(x) E M, converge para o ponto f(x) E M. 

Assim, fa — f simplesmente se, e sômente se, para cada z E X e cada 
e > 0 existe um número inteiro positivo no = noz, €) (que depende não 
sômente do e dado, mas também do ponto æ considerado) tal que - 
n > no(x, €) implica dn(x), J(x)) < e. 

Diz-se que fnaf uniformemente quando, dado e> 0, fôr possível 
obter no = no(e) (dependendo apenas do e) tal que n >n, implica 
d(Jn(x), H(x)) < €, seja qual fôr z € X. 

É evidente que se fn — f uniformemente, então, fa — f simplesmente. 
Mas a recíproca é falsa, como mostra o exemplo que se segue. 


EXEMPLO 


l4. Seja X = [0,1] e, para cada n = 1,2, 3,..., seja fa :[0, 1] > R 
definida por f(x) = z”. Para cada z fixo, com O< x< ł, temos 
lim jn(z) = O (Cf. Ex. 10). Sez = 1, temos limfa(£) = 1. Segue-se que 


Jha converge simplesmente para a função f : [0, 1] >R definida por f(x) = 0, 
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se 0<xz< i, e f(1)= 1. Mas essa convergência não é uniforme. Com 
efeito, dado €, com O < e < 1, por maior que seja n, existirão sempre 
pontos x no intervalo [0, 1} tais 
que falz) — J@) Ze. Basta tomar 
z de tal modo que 1 > z > Ye 
Então, |fn(x) — H(m)| = |z” — 0|= 
=7>e. 

Por outro lado, dado 1 > ô> 
> 0 arbitrário, seja Y = [0, 1— ô] 
o intervalo fechado de extremos 
0e 1-6. Para cada n= l, 
2,..., seja ga: Y—>R a restrição 
da função fn ao intervalo Y. Isto 
é, a) = 2", 0O<Xz<l—-d A 
seqüência (gn) converge uniforme- 
mente em Y para a função idênticamente nula g:Y— R. Com efeito, 
dado e> 0, como 0 < 1— ô < 1, existe um no EN tal que (1 — ô)” < 
< e para todo n > no. Masse x E Y, então 0 < q” < (1— ô)". Logo, n > no 
implica 0 < z” < e qualquer que seja zE Y e portanto z”->0 unifor- 
memente em Y. 

Mostraremos agora como se pode interpretar a convergência uniforme 
de aplicações com convergência de pontos num espaço métrico conveniente. 

Sejam X um conjunto arbitrário, M um espaço métrico e (fn) uma 
seqüência de aplicações de X em M. Seja ainda f : X — M uma aplicação. 

Prorosição 10 — Se fa—>jf uniformemente, então, para todo n sufici- 
entemente grande, fn está a uma distância finita de f e fa—>jf no espaço 
B; (X; M). Reciprocamente, se fa — jf em P(X; M) então, fn converge uni- 
Jormemenie para f. 


Demonstração: Se fa — f uniformemente, tomado e = 1, vemos que exis- 
te nı tal que n > nı implica d(fn(x), f (x)) < 1 para todo z. Logo, qualquer 
que seja n > n fixado, d(fa, J) = sup. {dn(2), (0); 2 E X} < 1 e portanto 
fhn está a uma distância finita de f. Para mostrar que fa —> f em B;(X; M), 
tomemos e> 0. Existe no tal que n >n, implica d(fr(x), J(x)) < e2 
para todo zEX e portanto dfn f) = sup. tdj(v), (x); x E X} < 
< ej2 < e para todo n >n, A recíproca é imediata: se hj em 
By (X; M); dado e > 0 existe no E N tal que n > no implica d(fn, f) = 
= sup. (dx), lx); x E X} < e. Logo, dJn(x), f(x)) < e para todo rE X 
e portanto fn converge uniformemente para f. 

Cororário — O limite de uma segiiência uniformemente convergente de 
aplicações limitadas fn : X — M é uma aplicação limitada f : X > M. Tem-se 
Ja -> Í uniformemente se, e sômente se, fa —> j} como pontos do espaço B(X; M). 
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Opservação — Se ja — jf simplesmente, pode-se ter cada fa limitada 
sem que f o seja. Por exemplo, para cada n € N seja fa : R — R a função 
definida assim: fa(z) =x para 
le] < n e f(z) =n para jel>n. 
Então, (fa) converge simplesmente 
para a função f :R—>R, J(x) = 2. 
Cada fna é limitada mas f não é. 
Isto mostra, em particular, que fa 
não converge uniformemente para 


femR. 


Proposição 11 — Sejam X um espaço topológico, M um espaço mé- 
trico e (fn) uma segiiência de aplicações de X em M convergindo uniformemente 
para uma aplicação f : X — M. Se cada fn é continua num dado ponto a E M, 
então j é continua no ponto a. 


Primeira demonstração: Dado e > 0, podemos obter um inteiro nı 
tal que d(fn (2), (2) < e/3 seja qual fôr z E X. Sendo fa, contínua no 
ponto a, existe uma vizinhança V de a em X tal que d(fn(x), jn(a)) < e/3, 
para todo x € V. Por conseguinte, para todo x E V, temos: d((x), J(a)) < 
< AI, Ín (E) + In CE), Fa (0) + Ima), f(0)) < e e portanto f é con- 
tínua no ponto a. 

Segunda demonstração: O subconjunto de W (X; M) formado pelas 
aplicações que são contínuas no ponto a é fechado. (Prop. 17, Cap. TIL) 
As Props. 7 e 10 dêste capítulo implicam então que f é contínua no ponto a. 

Introduziremos agora uma noção de convergência para seqüências de 
funções, a qual contém como casos particulares a convergência simples e a 
convergência uniforme. 

Dados um conjunto X e um espaço métrico M, fixemos uma coleção & 
de partes de X. Diz-se que uma seqüência de aplicações fn : X —> M con- 
verge para uma aplicação f:X-—>M uniformemente nos conjuntos de © 
quando, para cada S € ©, a segúência das restrições falS:S—M con- 
verge uniformemente para a restrição f|S:S—M. Isto significa que, 
para cada S E © e cada e> 0, existe um inteiro no = no(S,e) tal que 
n > no implica d(jn(x), f(x)) < e para todo z E S. 


EXEMPLOS 


15. Seja © a coleção das partes de X reduzidas a pontos. Então, 
jn— uniformemente nos conjuntos de © se, e sômente se, ja —f 
simplesmente. Por outro lado, se © consiste apenas de uma parte, 


118 LIMITES Cap. IV 


X, então a convergência uniforme nos conjuntos de © é a convergência 
uniforme em X. 


16. No Ex. 14, seja & a coleção dos intervalos fechados [0,1 — ô], 
0<<1. Então, Jzx) = z” converge para O uniformemente nos con- 
juntos de S. 


17. (Vide observação seguinte ao Corolário da Prop. 10.) Seja 
Ja : R —R definida por j(z) = z se |z| <nejfiln)=n se |z| >n. To- 
mando & = coleção dos intervalos finitos [a, b], vê-se que (fn) converge 
uniformemente nos conjuntos de © para a função f(x) = x. Com efeito, 
fixado la, b], existe um inteiro no suficientemente grande para que [a, b} C 
C [--no no. Então, sen > no, jlx) = x, seja qual fôr x E [a, b]. ` 


18. No Ex. 11 do Cap. II, a segiiência de funções qn : [a, b] —> R con- 
verge simplesmente para a função idênticamente nula no intervalo fechado 
la, b]. (De fato, para todo x E [a, b], tem-se «n(z) = O para todo n su- 
ficientemente grande. Note-se que qn(a) = O para todo valor den.) Mas, 
seja qual fôr a família & de partes de [a, b], se © contiver uma vizinhança do 
ponto a, não será verdade que qn — 0 uniformemente: nos conjuntos de & 
pois em qualquer vizinhança de a existem pontos x onde n(x) = n, com n 
arbitrariamente grande. 


19. Os exemplos acima mostram que uma segiiência de aplicações 
contínuas fa pode convergir para uma aplicação contínua f sem que a con- 
vergência seja uniforme, mesmo num intervalo fechado [a, b]. Uma con- 
dição suficiente para a continuidade de f = lim fn, mais fraca do que a da 
Prop. il é a seguinte: dadas uma segiiência de aplicações contínuas 
fn:M —N e uma aplicação f : M — N, suponhamos que cada ponto rE M 
possua uma vizinhança V tal que fa|V converge uniformemente para f|V. 
(Diz-se, neste caso, que fa converge uniformemente para f, localmente.) 
Então, f:M — N é contínua. Com efeito, f| V é contínua e as vizinhanças 
V cobrem todos os pontos de M. Note-se que, mesmo esta condição mais 
fraca não é necessária para que f = lim fn seja contínua, pois no Ex. 18, 
a condição não é satisfeita. (Vide Exerce. 24.) 


20. Sejam f :R—R uma função e c um número real. Diz-se que f 
tem limite c no infinito quando, para cada e > 0, existe Æ> 0 tal que 
|z| >k implica |/(z)-c] < e. Escreve-se, entio lii Ja) = c. Por 

eo 


exemplo, se f(z} = tem-se lita Jo) = 0 e se glz) =e", g(0)=0, 


t. 
I+e’ 
tenise. lim g(x) = 1. 


4 
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Se f tem limite c no infinito, a sequência de funções fa(z) = J(x — n) 
converge uniformemente para a função constante f(z) = c nos intervalos 
limitados [a, b]. Com efeito, fixado [a,b] e dado e > O tal que |y] > k 
implica I/(y) — c| < e. Ora, como [a,b] é limitado, existe no € N tal 
que n.> no implica |z— n| > k, seja qual fôr z E [a,b], e portanto 
n > m implica |j(z — n) — c| < e para todo x em [a,b]. Em particular, 
1/1 + (x — n)?] converge uniformemente para O nos intervalos limitados e 
exp.(l/(x — n)?) converge para 1, uniformemente nos intervalos limitados. 


OBSERVAÇÕES — 1) Se jfn— uniformemente em cada um dos 
subconjuntos Sı, ...,Sk C X, então f.—>j uniformemente em S = 
=8U... U Sw Com efeito, dado e > 0, existe, para cada i=1,...,K, 
um inteiro n; > Otal que n > n; implica d(fa(x), J(x)) < e para todo 
zES. Seja no = máx. {nı,... ny}. Então, n > ns implica dJn(x), 
Ha) < e para todo z € S. 


2) Se fa — f uniformemente em S, então fh—jf uniformemente em 
qualquer parte de S. 


3) Segue-se das duas observações acima que, ao considerar a con- 
vergência uniforme numa coleção © de partes de um conjunto X, não há 
perda de generalidade em supor, sempre que fôr conveniente, que & 
goza das seguintes propriedades: a) Tôda reunião finita de conjuntos de 
© ainda pertence a ©. b) Tôda parte de um conjunto de & pertence a ©. 
Com efeito, se & não possui estas propriedades, podemos tomar a coleção 
©’, formada pelas reuniões finitas S/ U...U Sy de partes S; C S; de 
elementos de GS. As convergências uniformes nos conjuntos de © e de ©’ 
coincidem, e ©’ goza das propriedades acima. estipuladas. 

A Prop. 11 acarreta que os resultados gerais sôbre convergência em 
espaços métricos podem ser aplicados à convergência uniforme de funções, 
mediante o simples processo de considerar uma aplicação f : X —>M como 
um ponto do espaço métrico 8; (X; M). Um exemplo dêste método é for- 
necido pela segunda demonstração da Prop. 11. 

Seria interessante também, para cada coleção © de partes de X, obter 
um espaço métrico N, que contivesse como pontos de aplicações f:X > M, 
e no qual a convergência segundo sua métrica coincidisse com a convergên- 
cia uniforme nos conjuntos de ©. No Cap. IX será mostrado que, se a 
família Š fôr enumerável, um tal espaço métrico N sempre existe. Quando 
& não é enumerável, nem possui um subconjunto enumerável So que origine 
a mesma noção de convergência uniforme, então a convergência uniforme 
nos conjuntos de © corresponde à convergência de uma segiiência de pontos 
num espaço topológico não-metrizável. Por exemplo, a convergência 
simples de uma segiiência de funções fa : R —> R não pode ser obtida como 
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convergência de pontos num espaço métrico mas corresponde à conver- 
gência num espaço topológico não-metrizável. Por outro lado, a conver- 
gência uniforme de uma segiiência de funções fr :R — R- nos intervalos 
limitados la, b] é equivalente à convergência uniforme de (fa) nos intervalos 
[-n, +n], nE N, os quais formam uma coleção enumerável ©. Logo, 
esta convergência de funções corresponde à convergência de pontos num 
espaço métrico conveniente. -7 


No § 6 dêste capítulo (vide Ex. 22), descreveremos uma topologia 
no espaço (R; R) de tôdas as funções reais de uma variável real, a qual 
dá origem à convergência simples. O mesmo exemplo será tratado, sob 
um ponto de vista bem mais geral, no Cap. IX. Para encerrar êste pará- 
grafo, observaremos que existem outros tipos de convergência de seqüên- 
cias de funções, além da convergência uniforme nas partes de uma co- 
leção S. Por exemplo, no Cap. I (Ex. 16) e no Cap. II (Ex. 12), tivemós 
ocasião de considerar o espaço métrico cujos pontos são as (classes de equi- 
valência de) funções integráveis f :[a, b]— R. A convergência nesse es- 
paço chama-se convergência em Li. Assim, j —J em L! quando 


D 
lim f lfalx) — Ja)|dz = 0. Já vimos que se fa converge uniformemente 
noo Ja 


para f então fn—>f em Lt. Mas a recíproca é falsa, como sabemos. As 
relações entre a convergência em L! e a convergência simples são estuda- 
das em Análise, -na Teoria da Integração. 


Não. insistiremos em outros exemplos de tipos de convergência de fun- 
ções, em que pêse a importância dêsse tópico. Na realidade, um dos mé- 
todos mais poderosos da moderna Análise Matemática consiste em esco- 
lher, para cada problema, o tipo adequado de espaço de funções (isto é, o 
modo conveniente de convergência), considerar as funções dadas e as so- 
luções procuradas do problema como pontos daquele espaço: e aplicar as 
técnicas gerais da Topologia e da Análise Funcional. 


$ 5. Limite de uma Função 


Seja f:M —N uma aplicação do espaço métrico M no espaço mé- 
trico N. Dado um ponto a € M, diz-se que o ponto b E N é o limite de 
J(x) quando x tende para a, e escreve-se b = limj(x) quando para todo 

Ta 


e > 0 existe ô > 0 tal que d(x, a) < ô implica d(f(z), b} < e. 

Se f fôr contínua no ponto a, ter-se-á evidentemente f(a) = lim J(x). 
Reäprocamenté, se existir b = lim J(x) então, para todo e> 0, “teremos 
d(J(a), b) < e, pois d(a, a) < O soja qual fôr ô > 0. Logo, b= fa) e f é 
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contínua no ponto a. Segue-se então que, apresentada dêste modo, a 
noção de limite é desnecessária porque coincide com a de continuidade no 
ponto a. 

A utilidade da noção de limite reside no fato de que é possível definir 
lim fz) sem que a pertença necessâriamente ao domínio de f. Apresen- 
damos essa definição em tôda sua generalidade. 

Sejam A um subconjunto do espaço topológico X, f:4=>Y uma 
aplicação definida em A e tomando valôres num espaço topológico Y e 
a cA um ponto de X, aderente ao conjunto A. Diremos que o ponto 
bE Y é limite de j(x) quando z tende para a se, para qualquer vizinhança 
V de bem Y, existir uma vizinhança U de a em X tal que z E€ UNA im- 
plica f(x) E V. Escreve-se então b = limj(z). Às vêzes se encontra 

za 
também a notação 
b= lim Ja) 
za, 2E 4 
mas em nosso caso, isto é desnecessário porque © domínio da aplicação f 
sendo o conjunto À, z não poderia estar fora de A. A notação lim j(x) 
z-a 


não acarreta ambigüidade, desde que se tenha sempre em mente o domi- 
nio de f. 

Quando o espaço Y é de Hausdorff, verifica-se como na Prop. 2 que o 
limite, se existe, é único. Para espaços métricos, a definição de limite 
pode ser equivalentemente formulada em e's e ĝ's: dado qualquer e > 0, 
existe ô > O tal que x € A e d(z, a) < ô implicam d(f(x),b) < e. Note-se 
que, como a E À, em tôda vizinhança de a existem sempre elementos de 4. 

É tradicional, em Análise, dada uma função f : S —> R, com a € S C R, 
usar o símbolo lim a J(e) para significar o que chamaríamos aqui de lim gl£), 
onde g é a restrição de f ao subconjunto S — {a}. Justifica-se, “então, 
êste abuso de notação explicando-se que, ao calcular lim f(x), “não é per- 

za 
mitido à variável x assumir o valor a”. 


Um .exemplo clássico é o da função f(x) = e , definida em 


A =R — (0). Tem-se0 E A e demonstra-se em Cálculo que lim ia) = 
É 250 


Proposição 12 — Sejam M, N espaços métricos, ACM, J: A5N 
eaGÃ. Para que exista b = lim J(x) é necessário que dim Han) = b para 
tôda sequência de pontos za E A com com Ia- a € é suficiente « quê (Hxn)) seja con- 
vergente em N, sempre que Tn E Å, tn a. 

Demonstração: A necessidade é óbvia. Suficiência: admitida a con- 
dição, notemos primeiramente que, sejam quais forem as seqüências de 
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pontos Tn, Yn E À com m—>a e ya, temos lim f(x) = lim f(y) pois, 
se fôsse lim f(£a) Æ lim f(y), construiríamos uma nova segiência de pon- 
tos 2n Œ 4, pondo zm = Zm, Zm- = yn e teríamos 2, —a sem que j(2n) 
convergisse. Chamemos de b E N o valor comum dêsses limites lim j(Zn)- 
Definamos uma aplicação F:AU {a} >N pondo F(z) = f(z) se zE À 
e F(a) =b. Segue-se da Prop. 5 que F é contínua no ponto a. Em virtude 
da necessidade da condição, temos lim F(z) =b. Em particular, temos 
pea 

lm j(x) = b. ? 
za 

Prorosição 13 — Sejam M, N espaços méiricos, A um subespaço de 
M e f:A—N uma aplicação continua. Se, para cada a E À, existir o 
limite lim f(x) então a aplicação F :A—N, definida por F(a) = J(a) para 

ea 


aCA e Fa) = lim fiz) para «E Ã- À, é contínua. 


Demonstração: Sejam x) EÅ ee>0 arbitrário. Existe 8>0 tal 
que d(f(x), F(xo)) < e2 desde que zE 4 e d(x,2%) < 8. Afirmamos 
que, para todo a E À com d(a, xo) < ô, tem-se d(F(a), F(xo)) < e. Com 
efeito, é a = limz, com x E 4 e podemos admitir que zn E Bíxo; ô) 
para todo n. (Vide Prop. 8.) Assim, d(tn, £o) < O e portanto d(J(zn), F(xo)) < 
< e/2 para todo n. Como F(a) = lim (x) = lim f(x), vem d(F(a), F(xo)) = 

aa nos 


= lim d(e), F(x0)) < €/2 < e, como devíamos demonstrar. 
no 


| OpseRvAÇÃO — Dada f:A4->N contínua, não existe necessariamente 
lim f(x) para todo a € À. Por exemplo, f(£) = sen (I/x) é contínua na 
aa 


semi-reta (0, +- œ) mas não existe lim sen (1/x). 
250 


§ 6. Convergência em Espaços Não-Metrizáveis 


Seja (zm) uma segiiência num espaço topológico X. Diremos que (x) 
converge para o ponto z E X, e escreveremos x = lim za, quando, para 
todo aberto 4 contendo o ponto x, fôr possível obter um índice m E N 
tal que n > no implique 2, E A. 

Equivalentemente, pode-se substituir o aberto A contendo x por uma 
vizinhança de x. 

No caso de espaços métricos, esta definição de limite de uma seguên- 
cia coincide com a que foi dada por meio da distância, como foi visto na 
Prop. 1. 1 

Deve-se assinalar aqui, enfâticamente, que o conceito de limite de uma 
seqüência, embora tenha sentido em espaços topológicos arbitrários, não é 
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suficientemente forte para caracterizar as noções topológicas nesses espa- 
ços. No caso geral, deve-se recorrer a instrumentos da convergência mais 
poderosos, como os filtros [Bourbaki] e os nets [Kelley]. 

A adequabilidade dos limites de segúências para caracterizar os fe- 
chos, as funções contínuas etc. em espaços métricos, deve-se ao fato de que 
em tais espaços cada ponto possui um sistema fundamental enumerável de 
vizinhanças. i 

Um sistema fundamental de vizinhanças de um ponto z num espaço 
topológico X é uma coleção B(z) de vizinhanças de x com a seguinte pro- 
priedade: dada qualquer vizinhança-U de x no espaço X, existe uma vizi- 
nhança V € V(r) tal que V C U. Em particular, diz-se que z possui um 
sistema fundamental enumerável de vizinhanças quando existe uma. cole- 
ção enumerável B(x) = (Vi Va ..., Vw...) de vizinhanças de x tais 
que, dada qualquer vizinhança U de x em X, existe alguma V, com Va C U. 


Se um ponto x, num espaço topológico X, possui um sistema funda- 
mental enumerável de vizinhanças B(x) = (Vi, ..., Vw ...}, podemos 
sempre admitir que Vı D V2D ... D Va D ... porque, se B(x) não gozar 
desta propriedade, substituiremos cada V, por Wa = Vi NVN ... A Vn- 
O nôvo conjunto Wz) = (Wi,..., Wn,...} ainda é um sistema funda- 
mental enumerável de vizinhanças, com WD W2D ... D WD... 

Em tôdas as considerações topológicas de natureza local, quando se 
deveria tomar uma vizinhança arbitrária de um ponto x, pode-se restringir 
a considerar vizinhanças pertencentes a um determinado sistema funda- 
mental. Para deixar claro êste ponto, enunciaremos os seguintes fatos, 
que o leitor poderá verificar sem dificuldade: 


a) Seja B(x) um sistema fundamental de vizinhanças do ponto x no es- 
paço topológico X. A fim de que x pertença ao interior de um confunto S C X 
é necessário e suficiente que exista V E B(x) tal que V CS. Andlogamente, 
zE Š se, e sômente se, para tôda V E Blz) tem-se V NS * Ø. 

b) Sejam X, Y espaços topológicos, j : X — Y uma aplicação, B(a) 
um sistema fundamental de vizinhanças de um ponto a E X e Wb) um sis- 
tema fundamental de vizinhanças do ponto b = f(a) E Y. Para que f seja 
continua no ponto a, é necessário e suficiente que, dada qualquer W E R(b), 
exista V E Bla) tal que (V) C W. 


EXEMPLOS 


21. Num espaço métrico M, todo ponto z possui um sistema funda- 
mental de vizinhanças enumerável. Basta considerar as bolas abertas 
B(z; 1/n), de centro x e raio 1/n, n E N. De fato, qualquer vizinhança U 
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dez contém uma bola B(z;e) e, para n> lje, temos B(z;1/n) C 
C Bæ; e CU. 


22. Espaços topológicos em que nenhum ponto possui um sistema 
fundamental enumerável.de vizinhanças serão vistos no Cap. IX. Dare- 
mos aqui um dêsses exemplos. Trata-se do espaço X = W(R;R), de tôdas 
as funções reais j :R— R, com a topologia da convergência simples, que 
definiremos agora. Dados os números reais t,..., în E R e os intervalos 
abertos Jı. .., Jn C R, introduzamos a notação Á(b,.... tn; Ji -.., Jn) para 
indicar o conjunto de tôdas as funções f : R — R tais que f(t) E Ju.. ., H(ta) E 
E Ja. Vê-se imediatamente que Aísy..., Sm; In -- -s Im) N Alto... ti; 
Jr co Jn) = Ass... Sm, tn- -p tnj Iis- o -3 Im, Jr...» Jn). Além disso, tôda 
função J E X = YR; R) pertence a um dêsses conjuntos. Segue-se então 
da Prop. 10, Cap. HI que os conjuntos A (tıs... tnj Jis - - -, Jna) formam uma 
base de uma topologia em X, a qual denominaremos a topologia da conver- 
gência simples. Logo mais justificaremos a denominação. Mostremos 
agora que nenhum ponto f € X possui um sistema fundamental enumerável 
de vizinhanças. . (Seguir-se-á, então, do exemplo anterior que X não é um 
espaço topológico metrizável.) 

Observamos inicialmente que, relativamente à topologia de X, dada 
uma função f :R— R, um sistema fundamental de vizinhanças de f é 
constituído pelos conjuntos ` 


Alfi tu.. ti) = (g:R>R; lgt) — Je i=1,2,..., ny 


onde t,...,tk E R e e > 0 são arbitrários. Se existisse um sistema fun- 
damental B(J) = (Vi... Vas.. -}, poderíamos escolher, para cada n E N, 
um conjunto An = A(f; tn. --> ‘nkj €n) tal que f E An C Va. Então, 
A) = (As... An.. -} seria ainda um sistema fundamental de vizinhan- 
cas de f. Ora, os números reais tri que comparecem na definição dos An 
formam um conjunto enumerável. Logo, existe um número real to tal que 
to Æ ti Sejam quais forem n, E N. Consideremos o conjunto Ao = A(J; to; 1). 
Dado qualquer An, não existe restrição alguma sôbre o valor que uma fun- 
ção g E An deve assumir no pônto to. Em particular, para cada n, existem 
funções g E An tais que lg(to) — F(t)| Z 1. Segue-se que nenhum Án pode 
estar contido em 4, e portanto (7) não é um sistema fundamental de vi- 
zinhanças de f. Esta contradição estabelece a afirmação feita no início. 
Mostremos agora que, considerada como pontos do espaço X, uma 
segiiência de funções fa : R — R converge para uma função j:R > R se, e 
sômente se, para todo número real t, jn(t) —J(). Isto justificará o nome 
de topologia da convergência simples. Suponhamos primeiramente que 
jaj em X, e tomemos ¿€ R. Para provar quê fa — J(1), seja dado 
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e>0. Como A = A(fj;t;€ é um aberto em X contendo f, existe 
mE N tal que n > no implica fa E A. Mas isto significa que |fn(i) — 
— J| < e para todo n > no, o que prova a afirmação. Reciprocamente, 
se Jim fn(t) = j(t) para todo t E R então, dada qualquer vizinhança V de f 


n5o 


em X, existe um aberto A = A(f;t,...,tx;€) tal que JE AC V. Para 
cada ¿ = 1,..., k, existe n; E N tal que n > m; implica |Ja(t) — J(t)|< €. 
Seja no = máx.(ns,..., Ng}. Então, n > no implica fa E AC V, e portanto 
h>j. 


Por brevidade, diremos que um espaço topológico X é um espaço E1 
quando todo ponto z € X possui um sistema fundamental de vizinhanças 
enumerável. (Esta condição é às vêzes chamada “primeiro axioma de 
enumerabilidade”, daí a notação E1.) 


Reveremos agora as proposições demonstradas nos parágrafos ante- 
riores a respeito de convergência de segiiências em espaços métricos, exa- 
minando-as dentro do contexto mais geral de espaços topológicos. Omiti- 
remos tôdas as demonstrações iguais às anteriores ou que delas difiram 
pela substituição das bolas B(z; 1/n) por vizinhanças de um sistema funda- 
mental B(x) = (Vi,..., Vw...) onde Vi D VD ... D Va D ... num 
espaço Et. 


Prorosição 2* — Num espaço de Hausdorfj X, uma segiiência conver- 
gente possui um- único limite. Reciprocamente, se X é um espaço E1 em que 
tôda seqüência convergente possui um único limite, então X é um espaço de 
Hausdoórff. 


Demonstração: Basta provar a segunda parte. Seja X um espaço 
Et onde não vale o axioma de Hausdorff. Existem então dois pontos 
zÆ y em X tais que tôda vizinhança de x e tôda vizinhança de y têm pon- 
tos em comum. Sejam V(r) = (Vn) e Wy) = (Wn) sistemas fundamentais 
enumeráveis de vizinhanças dêsses pontos. Para cada n E N podemos es- 
colher za E Va N Wa. Vê-se imediatamente que zn —> T e zn > y. 


Proposição 3* — Num espaço topológico X, para que uma següência 
(£n) possua uma subsegiiência convergindo para um ponto z E X, é necessário 
que tôda vizinhança de a contenha têrmos z, com índices n arbitrariamente 
grandes. Se X é um espaço El, esta condição é também suficiente. 


Proposição 5* — Sejam X e Y espaços topológicos. Para que uma 
aplicação f:X —Y seja continua no ponto a E X é necessário que Ta — a 
em X implique J(xn) — Ja) em Y. Quando X é um espaço Et, esta condição 
étambém suficiente (mesmo que Y não seja E1). 
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Proposição 6* — Seja S um subconjunto de um espaço topológico X. 
Para que z E Š é suficiente-que exista uma segiência de pontos x, E S com 
z = lim £a. Quando X é um espaço El, esta condição também é necessária. 


Deixamos ao leitor a tarefa de enunciar as análogas das Props. 7,8 e 9 
dêste capítulo. Observemos ainda que, nas proposições acima enunciadas, 
a exigência de que X seja um espaço Ei não pode ser dispensada. Para 
ilustrar êste ponto, daremos o exemplo que se segue. 


EXEMPLO 


23. No espaço X = Y(R;R) das funções reais f : R — R, com a topo- 
logia da convergência simples, seja S o conjunto das funções características 
dos subconjuntos finitos de R. (Lembremos que, dado F = (t,..., ty) CR, 
a função característica de F, Ep: R -> R, é definida por rlt) = 1 set E F 
e p(t) =0 se i€ F.) A função g:R>R, definida por g) = 1 para 
todo £ E R, pertence ao fecho de S. Com efeito, dada qualquer vizinhança 
básica A = A(g;ty,..., tx; €) de g, pomos F = (h,..., tp} e temos £r E A. 
Como £r € S, vê-se que 4 N S Æ Ø. Por outro lado, nenhuma seqüência 
de funções & € S pode convergir simplesmente para g. Com efeito, cade 
En sendo zero salvo num conjunto finito, segue-se que o conjunto dos tE R 
tais que $n(f) = 0 para algum n é enumerável. Logo, existe to E R tal 
que Én(to) = 0 para todo n EN. Por conseguinte, lim En (to) = 0, en- 


quanto g(to) = 1. Assim, não é verdade que g = lim É, no espaço X. 


Por finalizar, observaremos que, das duas proposições demonstradas 
no $5, a primeira delas (Prop. 12) se estende da maneira usual: a condição 
é necessária para qualquer par de espaços topológicos e suficiente no caso 
em que f : X — Y é definida num espaço Ei. 


Por outro lado, a Prop. 13 requer, para sua validade, um nôvo tipo 
de restrição (que voltaremos a encontrar, em situação diferente, no fim do 
Cap. VIII) sôbre o espaço onde toma valôres a aplicação f : X — Y. O es- 
paço Y deve ser regular, isto é, todo ponto y E Y deve possuir um sistema 
fundamental de vizinhanças fechadas. A demonstração da Prop. 13 dada 
no texto é típica de espaços métricos: usa bolas e segiiências. Por isso 
reformularemos abaixo completamente o enunciado e a demonstração da 
forma geral da referida proposição. A hipótese de que Y é de Hausdorff é 
necessária a fim de que, devido à unicidade dos limites, a extensão F seja 
uma aplicação bem definida. 


Proposição 13* — Seja f:A—»Y uma aplicação continua, definida 
num subespaço A de um espaço topológico X e tomando valôres num espaço 
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de Hausdorff regular Y. Se, para cada a E À, existir o limite lim f(x) então 


E] 


a aplicação F :A— Y, definida por F(a) = lim J(x), a E À, é contínua. 


Demonstração: Consideremos arbitrâriamente um ponto wE4Á e 
uma vizinhança V de F(xo) em Y. Como Y é regular, existe uma vizinhança 
W de F(z) em Y tal que WC V. Como F(z) = lim fx), existe 


IIo 


uma vizinhança U de xo (que podemos tomar aberta) em X tal que 
JU NA CW. Afirmamos que F(U NA) CV. Basta provar que 
FU NÃ) CW. Seja então a E UNA. Devemos mostrar que, seja 
qual fôr a vizinhança Z de F(a) em Y, tem-se Z N W x Ø. Como F(a) = 
= lim j(x), existe uma vizinhança Uo de a em X (a qual podemos supor 


contida em U) tal que (Us N A) C Z. Como Ua N A £ Ø (porque 
a E A) temos Z N W D f(Us NA) = Ø, o que conclui a demonstração. 


§ 7. Exercícios 


1. Mostre que a seqüência de números reais za = 1 + 1/2 + 1/3! +... +! 
é limitada e portanto convergente. 


2. Seja ri, 7x...» Tn -. uma enumeração arbitrária dos números racionais. Para 
qualquer número real a, existe uma subsegitência de (rn) convergindo para a. 


3. Seja (rn) uma sequência num espaço métrico M. Dada uma decomposição 
N=NU.. UN, onde Ni, ..., Np são infinitos e disjuntos, se as subsegilências 
(CnenD o (nn ENp convergem tôdas para o mesmo limite ac M então (zn) con- 
verge para a. É êste resultado ainda verdadeiro no caso de uma decomposição infinita 
N=MU..UNÇU..? 


4. Sejam (Tn), (Yn) sequências num espaço métrico M, com d(Zn, Yn) < 1/n para todo 
nEN. Se (xn) fôr convergente, então (yn) também será e lim zn = lim yn. 


5. No conjunto Z dos inteiros, considerado como espaço métrico, tôda segiência 
limitada assume apenas um número finito de valôres distintos. 


6. Defina limite de uma segiiência num espaço pseudométrico (17, d). Prove que 
d é uma métrica se, e sômente se, tôda seqüência convergente possui um único limite, 
Exiba explicitamente uma seguência que converge para dois limites distintos no espaço 
pseudométrico do Ex. 15; Cap. I. 


7. Seja (zn) uma segiiência convergente num espaço métrico AM. Dada qualquer 
aplicação biunívoca q : N — N, a seqüência yn = Tp(n) também converge em M elimy= 
= lim zn. Que outra hipótese pode substituir a biunivocidade de q? Obter o Ex. 8 
como caso particular. 


8. Dar exemplo de um conjunto limitado A num espaço métrico M e duas segiên- 
cias de pontos am bn E A com lim dan, br) = O(A) sem que (an) ou (bn) possuam subse- 
qüências convergentes em M. 
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9. Dado um número real a, com O <a < 1, tem-se lim air = 1. 
no 


J0. Sejam X um espaço topológico qualquer, Y um espaço de Hausdorif e f, g : X > Y- 
aplicações contínuas. Dada SC X, se f(x) = g(x) para todo z E S, então f(z) = (x) 
para todo z € 8. (Esta é a formulação geral do Corolário da Prop. 6. O uso de segiiên- 
cias não permite demonstrá-la nesta generalidade.) A hipótese sôbre Y é necessária. 


t 


1l. Prove (usando segiiências) que as funções contínuas f,g:R— {0} >R defi- 
nidas por f(x) = 1/x e J(x) = sen(1/z) não podem ser estendidas continuamente a R. (Isto 
é, não existem funções contínuas ,g:R>R tais que Fe) = 1/x e g) = sen(1/x) para 
todo z # 0.) 


12. Num espaço métrico M, se lim zn = z e lim yn = y então lim d(£n, Yn) = 
= dz, y). 


13. Seja z = lim zn num espaço métrico M. Para cada n E N, suponha que exista 
uma sequência (Ynt, Yn%-- +» Ynpy---) em M, com q = liM yap. Então existe uma se- 
po 


quência (21,20. .., Zk...) em M tal que, cada zę é um dos ynp € lim zę = z. 
k 


14. Se A é um subconjunto limitado e não-vazio de um espaço métrico M, então 
A) = (4). 


15. Diz-se que um ponto x, num espaço métrico M, é um valor de aderência da se- 
quência (£n) quando esta possui uma subsequência convergindo para z. Uma segiiência 
convergente possui exatamente um valor de aderência, mas a recíproca é falsa. O con- 
junto A dos valôres de aderência de uma segiiência pode ser vazio, finito ou infinito. 
Para cada n €N, seja Xn = {£m In --.). Então, A = (\ Xn. Em particular, os 

n 


valôres de aderência de (£n) formam um subconjunto fechado de M. Dada uma seqüên- 
cia limitada (z„) de números reais, o conjunto A dos valôres de aderência de (xn) é 
também limitado. Os números | = inf.(A) e L = sup.(A) pertencem a A e chamam-se 
o limite inferior e o limite superior da sequência (zn). Tem-se l< Le (£n) converge se, e 
sômente se, l = L. Escrevem-se l= liminf(z,). L = lim sup(z,). Na notação aci- 
ma, tem-se l= lim inf(X,) e L = him n sup. (Xn). Tem-se (Xn) = sup.(Xn) — inf(Xy), 


noo 
donde (£n) converge se, e sòmente se, limô(Xn)=0 (critério de convergência de 
n 


Canchy). 


16. Demonstre a Prop. 8 diretamente a partir das definições de conjunto aberto 
num espaço métrico e limite de uma seqüência. 


17. Sejam R o conjunto dos números reais e Q o conjunto dos números racionais. 
O conjunto das segiiências convergentes de números reais é fechado em (V; R) mas as 
sequências convergentes de números racionais não formam uma subconjunto fechado de 
HN; Q). Em qualquer espaço métrico M, porém, a aplicação que associa a cada segiiên- 
cia convergente o seu limite é contínua [quando se considera o conjunto das segiiências 
convergentes em M como subespaço de $S(N; M)]. 


18. Limite duplo. Uma segiência dupla num espaço métrico M é uma aplicação 
(m, n) > Imn de N X N em M. Diz-se que a segiiência dupla (zmn) converge para o limite 
z E M quando, para cada e > 0, existe no C N tal que m, n > ny implica d(tma T) < €. 
Escreve-se então z = lim Tma = liM Imr = lim zm! Uma segúência dupla (Zm) 


mn mn 
- 
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FAN 


origina, para-cada n E N fixo, a seqüência simples (Zin, 2n, Z3m,- --) e, para cada m E N 


fixo, a sequência (£mi Tmo Tmp---) Escrevem-se lim Zmn e Jim Emn para indicar os 
mo 


limites dessas sequências simples, se existirem. Exemplo: seja E :N > R definida assim: 

jik) = k se k fôr par e J(k) = 1/k se k fôr ímpar. A segiência dupla de números reais 

(Hm) + f(n))jmn converge e limzma = 0. Mas, para nenhum m existe o limite 
“ma 


lim Zzmn. Tão pouco existe lim zmn para valor algum de n. Por outro lado, conside- 
mo mo 


rando-se ymn = J(n)/jmn, existe, para todo n o limite lim ymn = O mas, para nenhum valor 
n>a 


1 


Emn 


fixo de m existe lim ymn. Vale, porém, o seguinte: se o limite duplo z = lim Tmn existe e, 
n>a 
além disso, digamos, lin lim Zmn = Gn existe para todo n, então deve-se ter lim ER 
Em conseqüência, tem-se: lim (lim Zma) = lim (lim Tmn) = lim zma desde que existam os 
mn 
“dois limites dentro de lis eo limite duplo acima. Os limites repetidos podem 
existir e ser diferentes (caso em que o limite duplo não existe). Exemplo: sejam (an) e 
(bn) seqiiências arbitrárias em M. Ponhamos zm = an 5e MÈ n e Imn = bn se m <n. 
Tem-se lim zm = Gn e limzm = bm. Escolhendo as seqüências (an) e (bm) podemos 
m n 


fazer com que os limites repetidos coincidam ou não. Finalmente, os limites repetidos 

podem existir e ser iguais sem que o limite duplo exista. Tal é o caso da sequência du~ 

pla Zma = mn/(m? + nº). Um resultado positivo é o seguinte: suponhamos que, para 

cada n E N fixo, exista o limite parcial lim zmn = an uniformemente em relação a n. [Isto 
m 


significa que, dado e > 0, é possível escolher mo tal que m > mo implica d(zmn, an) < €, 
seja qual fór n.] Suponhamos, em segundo lugar, que tim an =a existe. Então, o li- 


mite duplo lim zmn existirá e será igual à a. Ou seja, lim o = um (lim Zmn), desde que 
mn 


o limite repetido exista e que o limite dentro dos parênteses seja uhifofmê; Finalmente, 
se acrescentarmos a hipótese de que existe lim tmn para todo n, então existirá o outro 
n 


limite repetido lim (lim £mn) e valerá a igualdade: 
m n 


dim (lim Emn) = lim (lim Zmn) = lim Imn 
mn 
Em suma, as igualdades acima valem (esta afirmação inclui a existência dos 5 limites) 
desde que existam os 2 limites dentro dos parênteses, um dêles sendo uniforme, e o limite 
repetido correspondente a êste, 


19. Dados um conjunto arbitrário X e uma sequência (Sn) de subconjuntos de X, 
indiquemos com $n : X —> R a função característica de Sn. [Por definição, a(z) = O se 
TES e nz) = 1 se z E Sa} Se Sı CSC... CS C... então lim É = E onde 

= US Se DND... DSaD... então-lim & = p onde T =N Sa 

. (Convergência simples de funções.) Para uma seqüência arbitrária (Sn) podemos consi- 
derar as funções lim sup. É, e lim inf. E, cujos valôres, em cada ponto x € X são respecti- 
vamente lim sup.(En(z)) e lim inf. (En(x)). Tem-se lim sup. E, = 4 e liminf. É, = Ep, 
onde A é o conjunto dos z E X que pertencem a S, para infinitos valôres de n e B é o 
conjunto dos r E X que pertencem a S, para todo n suficientemente grande. Logo, 


A=M y Sl e B=ULN Sa]. Escrevese A = lim sup. Sn e B = lim inf. Sn. 
P n>p P n>p 


Tem-se 4 DB e a segiência (Sn) diz-se convergente quando À = B (= lim Sa). Isto 
significa que um dado x € X ou pertence apenas a um número finito de conjuntos Sy ou 
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pertence a todos os S, a partir de uma certa ordem. Tem-se lim (S, U Ta) = lim(S)U 
U lim (Tn), lim (Sn N Ta) = lim (Sn) N lim (Ta) e lim (X — 8) = X — lim Sa. 


20. Dada uma seqüência de conjuntos (Sn) num espaço métrico M, definamos o 
limite superior fechado de (Sn) como IH(Sn) = {x E M; tôda vizinhança de x interseta 
infinitos Sn) e o limite inferior fechado LISa) = tz E M; qualquer vizinhança de z inter- 
seta todos os S, com exceção de um número finito dêles}. Os conjuntos T/(S,) e LH(Sn) 
são fechados e o primeiro contém o segundo. Se os conjuntos Sn são fechadós, limitados 
e não-vazios e se a sequência de funções contínuas f(x) = d(x, Sn) converge uniforme- 
mente em M então lim d(z, Sn) = d(z, S), onde S = TS) = IKSn) = “limite fechado” 

n 


dos Sn. A existência do limite fechado S = Lf(Sn) = 1(Sn) não implica porém que a 
sequência de funções d(z, Sn) convirja em M, conforme se vê tomando na reta Sp = {0, n} 
sen é pare n = (0,1/n) para n ímpar. O limite fechado de Sp existe e é S = {0} mas 
as funções Jn(z) = d(z, Sn) não formam uma segiiência convergente. (Comparar Exerc, 13, 
Cap. I.) 


21. Seja F um subconjunto fechado de um espaço métrico M. Escrever F = N An 
onde (An) é uma seq'iência decrescente de abertos em M-e concluir que a função carac- 
terística Ep : M — R é limite simples de uma sequência de funções contínuas fn : M -> R, 
tais que fu(x) > Jnri(x) para todo n € N etodozEM. 


22. Sejam X um espaço topológico, N um espaço métrico e A C X um subconjunto 
tal que À = X. Se uma segúência de aplicações contínuas ja: X—>N converge unifor- 
memente em A para uma aplicação contínua f:X — M, então fn — f uniformemente em X. 


23. Seja M um espaço cuja métrica é “uniformemente discreta” no seguinte sentido: 
existe e > 0 tal que tôda bola aberta de raio e reduz-se*ar um ponto. (Exemplo: Z.) 
Se fn:X>M converge uniformemente para f:X —» M então fn = f para todo n sufiei- 
entemente grande. Dê exemplo de um espaço métrico discreto em que êste resultado 
não vale, 


24. Sejam X um espaço topológico, M um espaço métrico e jn:X — M uma se- 
qiiência de aplicações contínuas convergindo simplesmente para uma aplicação f :X >M. 
Para que f seja contínua num ponto xo E X é necessário e suficiente que, para cada e > O 
existam um inteiro n € N e uma vizinhança V de xo em X tais que |fnlz) — f(z)| < e 
para todo z E V. 


25. Sejam 1 = [a,b] e indiquemos com C}; R) o espaço vetorial das funções reais 
f:1 — R que possuem derivadas contínuas (e portanto limitadas) no intervalo [a, b} = 7, 
com a norma [f|+ = sup. fli()| + IP}. Mostre que ja —>f em CHI; R) se, e sò- 

Er k 
mente se, fn >f e fa’ >J’ uniformemente em 1. CHI; R) não é um subconjunto fechado 
de C%1;R) = C7; R). [Recordar que, em Co(T; R) se considera a norma |f| = sup. |7(4)].] 
tEI 
Mostre que se Ja’ — f’ uniformemente em T e fn(z0) — J(zo) em algum ponto zo E T então 
Jn — Í uniformemente em 1. Em particular, a norma de CMI; R) é equivalente a |f| = 


= |Ha)] + sup. (7O 
tE 


26. Seja j: A — R uma função real, definida num subconjunto A de um espaço 
topológico X. Dado um ponto a E À, definamos lim sup. f(z) = int: Isup. (f(x); z E 


za 
e 
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EV NA) onde V percorre as vizinhanças de a. (Suponha, para simplificar, que f é 
limitada, pelo menos numa vizinhança de a.) Defina lim inf. f(x) semelhantemente. 
toa 


Observe que wyla) = (lim sup.J(z)) — (lim inf.f(x)). Caracterize lim sup. j e lim inf. f 
É qa Za 


por meio de seqüências, no caso em que a possui um sistema fundamental enumerável 

de vizinhanças. Mostre que f : X — R é semicontínua superiormente se, e sômente se, 

para todo a € X, f(a) = lim sup. f(x). Anâlogamente para semicontinuidade inferior. 
25 > 


Conclua que a oscilação wy é semicontínua superiormente. 


27. Limites laterais. Seja A um subconjunto da reta. Dados um espaço topoló 
gico X e uma aplicação f : A — X, o limite à direita de f num ponto a E “À é definido por 
lim jJ(x) = lim f*(x), onde ft é a restrição de f ao conjunto dos pontos z > a, z E A. 
a-a+ 1a 


[Evidentemente, isto só tem sentido se a € A A (a, =).) Anilogamente se define o 
limite à esquerda lim f(x). A função f : R -> R, definida por f(x) = O se x é irracional, 


za~ 
J(pla) = 1/q se pjg é uma fração irredutível e j(0) = O, tem limites laterais em todos os 
pontosz € R. Se uma função f : A — R, com A C R, possui os limites laterais em todos 
os pontos a € À, então os pontos de descontinuidade de f formam um conjunto enume- 
rável. Se f:A — R é monótona, existem os limites laterais de f em todos os pontos 
a€EA. 


28. Diz-se que um subconjunto S de um espaço topológico X é denso em X quando 
S =X. Um subgrupo aditivo G dos números reais é denso em R se, e sômente se, O é 
ponto de acumulação de G. Se o subgrupo G C R não fôr denso em R, existe um número 
real a È 0 tal que G = Za, isto é, G = {na;n € Z}. Em particular, os subgrupos adi- 
tivos fechados de R são {0}, R e os da forma Za, a > O. Concluir que se O fôr um número 
irracional, os números da forma m + On, mn € Z constituem um subconjunto denso 
em R. 


29. Para que um grupo topológico (vide Exerc. 79, Cap. I) seja um espaço El é 
necessário e suficiente que o elemento neutro possua um sistema fundamental enumerável 
de vizinhanças. . 


30. Para que um espaço topológico X seja regular, é necessário e suficiente que, 
dados um subconjunto fechado F. C X e um ponto p E X — F, existam abertos U, V 
em XcompEU,FCVeUNV=%. Um espaço regular é de Hausdorff se, e sò- 
mente se, todo ponto p € X é um subconjunto fechado de X. 


31. Sejam X o espaço topológico bem ordenado do Exerc. 15, Cap. IJI. Considere 
o espaço Y, formado pelos mesmos elementos de X, com a topologia modificada do seguinte 
modo: os abertos de Y que não contêm o ponto È são os mesmos de X. Além disso, 
para cada aberto A C X, o conjunto A U (9) será aberto em Y. (Em outras palavras, 
Q é agora um ponto isolado em Y.) As topologias de X e Y são diferentes, mas uma se- 
qiiência (zn) converge em X se, e sômente se, converge em Y. 


32. Filtros: Um filtro num conjunto X Ema coleção não-vazia ® de:partes de X 
com as seguintes propriedades: 


1.:) nenhum F EB é vazio; 
2») se F EË e GDF então G E$; 
3) se Fp Fz E È então Fi N Fz GE È. 
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Exemplos: a) Seja N = {1,2,...} e Ba coleção das partes F C N que são com- 
plementares dos subconjuntos finitos de N. (Ou seja, para cada F E Ẹ® deve existir ng E N 
tal que n > no implica n € F.) b) Sejam X um espaço topológico, z um ponto de X 
e & = Bz) a coleção das vizinhanças de z em X. c) Sejam A um subconjunto de um 
espaço topológico X, a € £ um ponto aderente a 4 e È a coleção das interseções V NA, 
onde V percorre as vizinhanças de a em X. d) Seja N X N o conjunto dos pares ordena- 
dos de inteiros positivos e ® a seguinte coleção de partes de N X N :F EÈ se, e sò 
mente se, existe no E N tal que m,n 2 no implica (m, n) E F. 

A noção de filtro permite unificar os vários tipos de limite que consideramos aqui 
[seqüências, lim f(z), limites duplos] e tratar de outros tipos ainda mais gerais de limi- 

za 
tes. 
Sejam um filtro num conjunto X e j:X —Y uma aplicação de X num espaço 


topológico Y. Um ponto y EM diz-se limite de f segundo o filtro ®, e escreve-se 
y= ari f, quando para tôda vizinhança V de y em Y existe um elemento F E Ẹ tal que 


HF) C V. Considerando os quatro exemplos de filtros dados acima, verifique que esta 
definição inclui os vários tipos de limite considerados no texto e no Exerc. 18. No caso 
em que X é um espaço topológico e f : X — X é a aplicação identidade, quando z = limf 


existe, diz-se que o filtro B é convergente e x = lim Pé o seu limite. Um espaço topo- 
lógico X é de Hausdorff se, ẹ sòmente se, todo filtro convergente em X possui um único 
limite. Para que uma aplicação f : X — Y seja contínua no ponto a E X é necessário 
e suficiente que, dado qualquer filtro P em X, convergindo para o ponto a, tenha-se 
lim, j = f(a). Para que um subconjunto S de um espaço topológico X seja fechado é 


necessário e suficiente que, para todo filtro ® de partes de S que converge em X se tenha.. 


lim € S. Vê-se; portanto, que a noção de limite segundo um filtro é suficiente para 
caracterizar os conceitos topológicos. 
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Continuidade Uniforme 


Capítulo V 


§ 1. Introdução 


Entre a rigidez de sua estrutura métrica e a flexibilidade da estrutura 
topológica subjacente, os espaços métricos possuem uma “estrutura uni- 
forme”, a qual já nos permitiu, no Cap. IV, falar de seqüências uniforme- 
mente convergentes. Neste capítulo e no seguinte, estudaremos aspectos 
dessa estrutura, ao considerarmos as noções: de aplicação uniformemente 
contínua e de espaço métrico completo. Ao contrário do que fizemos no 
Cap. HI, onde foi introduzida a noção geral de espaço topológico, não 
trataremos neste livro do conceito de “espaço uniforme”. O leitor in- 
teressado poderá consultar [Bourbakil, especialmente o Cap. II. 


Num espaço topológico há uma assimetria na maneira de dar sentido 
à noção de “proximidade”. Por exemplo, dados um ponto a e um sub- 
conjunto B, num espaço topológico X, a expressão: “existem pontos de B 
arbitrâriamente próximos de a” tem sentido preciso. Ela significa que 
tôda vizinhança de a contém algum ponto de B, ou seja, que a E B. Por 
outro lado, dados dois conjuntos 4,B C X, em geral não tem sentido 
dizer que “existem pontos a € 4 e b E B arbitrariamente próximos um 
do outro”. Em têrmos mais vagos, porém mais sugestivos, podemos dizer 
que em qualquer espaço topológico X tem sentido afirmar que um ponto 
variável x se aproxima de um ponto fixo a mas não tem sentido declarar 
que dois pontos variáveis x,y Œ X se aproximam um do outro. [Isto é 
possível dizer quando X é um espaço métrico: z e y se aproximam um do 
outro se d(z, y) — 0.) 


Esta estrutura adicional que os espaços métricos possuem, esta sime- 
tria da noção de proximidade, se reflete na concepção de função contínua. 
Tem sentido considerar o seguinte tipo de continuidade para uma aplica- 
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ção f:M>N:j(x) e f(y) podem tornar-se arbitràriamente próximos, 
desde que se tomem t e y suficientemente próximos. Chega-se assim ao 
conceito de aplicação uniformemente contínua. 

Também podemos considerar uma sequência (za) em M e, em vez de 
indagar se x, se aproxima de um ponto fixado z € M, podemos perguntar 
Se Tm € Tn Se aproximam indefinidamente um do outro, à medida quem en 
crescem. Isto conduz à noção de segiência de Cauchy, que estudaremos 
no Cap. VI, a seguir. 

No presente capítulo, serão definidas aplicações uniformemente con- 
tínuas e métricas uniformemente equivalentes, das quais veremos diversos 
exemplos. Teremos ocasião de examinar com mais detalhe o espaço Y(X; M) 
das aplicações de um conjunto X num espaço métrico M. Introduziremos 
em §(X; M) a topologia da convergência uniforme, que mostraremos ser 
metrizável, e analisaremos o efeito de substituir a métrica de M por outra 
equivalente, na topologia de M(X; M). . y 

Um complemento importante aos resultados aqui obtidos é fornecido 
pela Prop. 15 do Cap. VH, segundo a qual tôda aplicação continua definida 
num espaço métrico compacto é uniformemente contínua. 


§ 2. Continuidade Uniforme 

Sejam M, N espaços métricos. Uma aplicação f:M —N diz-se 
uniformemente continua quando, para todo e > O dado arbitràriamente, 
pode-se obter um ô > O tal que d(z, y)-< ð implica d(J(x), f(v)) < €, sejam 
quais forem z, y E M. Um homeomorfismo uniforme f:M >N é uma 
aplicação biunívoca, uniformemente contínua, de M sôbre N, cuja inversa 
fi:N>5>M também é uniformemente contínua. Evidentemente, tôda 
aplicação uniformemente contínua é contínua, e portanto todo homeomor- 
fismo uniforme é um homeomorfismo. 


Enquanto que a continuidade de uma aplicação f : M — N é uma pro- 
priedade local (f é contínua se, e sômente se, cada ponto x E M possui uma 
vizinhança V tal que f| V é contínua) e topológica (não se altera se substitu- 
irmos as métricas de M e N por outras equivalentes), a continuidade uni- 
forme def: M — N é, por outro lado, uma propriedade global e não topo- 
lógica. Com efeito, em primeiro lugar, a esgolha do ô a partir de € deve 
ser válida na vizinhança de todos os pontos de M; em segundo lugar, uma 
aplicação f: M —:N, uniformemente contínua, pode perder esta proprie- 
dade ao substituir-se a métrica de M, ou de N, por outra topolôgicamente 
equivalente. (Vide Ex. 7.) 


A proposição abaixo é imediata. 


ce 


CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCE 


(a 
A 
A 
A 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
A, 
A 
A 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
a 
A 
A 
at 
A 


s2 CONTINUIDADE UNIFORME 135 


Proposição i — Sejam M, N, P espaços métricos. Se j:M—>N e 
g :N —P são uniformemente contínuas então g o f : M — P é uniformemente 
continua. 


CoroLÁRIO — Se f : M —N é uniformemente continua e AC M então 
a restrição f| A é uniformemente continua. 


Osservação — Pode-se ter f:M —N uniformemente contínua, f 
sendo um -homeomorfismo de M sôbre N, sem que o homeomorfismo in- 
verso ft: M — M seja uniformemente contínuo. (Vide Ex. 3.) 


EXEMPLOS 


1. Diz-se que uma aplicação f : M — N satisfaz a uma condição de 
Lipschitz quando existe uma constante real c > 0 tal que d(j(x), J(y)) < 
< c- d(g, y) para quaisquer z, y E M. (Quando c = 1, tem-se uma con- 
tração fraca; se 0 <c < 1, f chama-se uma contração.) Se f satisfaz a uma 
condição de Lipschitz então f é uniformemente contínua. Com efeito, 
dado € > 0, seja ô = eje. Quaisquer que sejam x, y E M com d(x, y) < ô 
tem-se d(f(æ), (y) < c - dz, y) < c» (efc) = e Segue-se que as se- 
guintes aplicações são uniformemente contínuas. (Vide Ex. 1, a) até g) 
no Cap. II.) As aplicações constantes; as imersões isométricas, em parti- 


_ cular as isometrias;.as funções da : M — R, onde A C M é um subconjunto 


limitado e da(z) = d(x, A); as projeções pi:MıX...X Mnr > M; de um 
produto cartesiano num dos seus fatôres; a aplicação canônica m : 8” — P” 
da esfera unitária no espaço projetivo;-a métrica d: M X M—R e, em 
particular, a norma « — |x| de um espaço normado. Também é unifor- 
memente contínua a adição E X E — E de um espaço vetorial normado E, 
pois jx+y| < |z| + ly]. (Quanto à multiplicação por um escalar, 
(A, x) > Ax, vide a seguir, Ex. 4.) Tôda aplicação linear continua f : E > F 
é uniformemente contínua. (Vide Prop. 6, Cap. II.) 'Tôda função real 
j :I—>R, definida num intervalo 7 da reta e possuindo derivada limitada 
em J [isto é: existe - > O tal que |/'(z)| <, c para todo x E 1] satisfaz, em 
virtude do teorema do valor médio, à condição de Lipschitz |f(x) — a)l < 
<elz— y| e portanto f é uniformemente contínua, mesmo se 1 = R. 


2. Diz-se que uma aplicação f:M — N satisfaz a uma condição de 
Holder de ordem a, quando, para quaisquer 2, y E M, tem-se d (J(x), f(y)) < 
<cd(z,y), onde c e œ são constantes positivas. Se isto ocorre, f 
é uniformemente continua. Com efeito, dado e< 0, seja ô = (eje), 
Se d(z,y) < ô então d(f(x), HW) <c- dO: = e. Em particular, seja R+ 
o conjunto dos números reais z > 0. A função f : R* — R*, definida por 


Ha) = Vaz, é uniformemente contínua, pois satisfaz à condição de Hôlder 
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| vz- 4y| < |z — y|", como fàcilmente se verifica. Note-se que f 
não satisfaz a condição de Lipschitz alguma, pois o quociente MORICI 
lae, = | Vz- Vyl iz yl = 1V5 + Vy) não é limitado para 
x,y E Rt. Anàlogamente, um cálculo elementar mostra que a função 
g :R— R, definida por g(x) = v: z, satisfaz à condição de Hölder [Y z— 
— Vl <c» |z— yl! com c= V4. Logo, g é uniformemente conti- 
nua, embora também não satisfaça a uma condição de Lipschitz. (Obser- 
ve-se que f e g têm “derivada infinita” no ponto z = 0.) 


3. Paran > 1, a função s>4º, de R em R, não é uniformemente 
contínua. (Supomos n inteiro.) A identidade 


prego WAY. par) 


fornece, para todo x > 0: 


1º 
-— dus n —- qi — n$ yil = N—2 
(e + 1) É» e «1 5( + F Bi L3 a a nº 


Logo, se x > 1, tomando y = z + =, tem-se y"— x” > 1, muito embora 


y— x = ijz possa tornar-se arbitririamente pequeno. Isto mostra que | 


z — qx” não é uniformemente contínua se n é inteiro e maior do que 1. Por 
conseguinte, g : R > R, g(x) = Vaz, e f : R+ — Rè, j(x) = vz são homeo- 
morfismos uniformemente contínuos, cujos inversos não são uniformemente 
contínuos. Por outro lado, para todo n > 1 inteiro, a restrição de x — a” 
a qualquer subconjunto limitado z C R é uniformemente contínua. Com 
efeito, se |x| < A para todo z E X, então a identidade acima mostra que 
ja — y"| <n- A™ je — y| quaisquer que sejam qx, y E X. Anàloga- 
mente, todo polinômio p(z) = ao + as +...+ anq”, restrito a um con- 
junto limitado X C R (em particular a um intervalo (a, b)), satisfaz a uma 
condição de Lipschitz e portanto é uma função p:X — R uniformemente 
continua. 


4. Seja E um espaço vetorial normado, de dimensão > 0. A multi- 
plicação por escalares, m : R X E>E, mQ, x) = t- x, é contínua porém 
não uniformemente contínua. Com efeito, seja vE E tal que |v] = 
As aplicações ô: R*—> R X E, A) = (t, tv), e p :E —> R*, p(z) = |z|, são 
uniformemente contínuas. Se m também o fôsse, seria uniformemente con- 
logo não é uniformemente contida, ' Begüsse t em particular, que a ul. 
tiplicação de números reais (x, y) — zy não é uma função uniformemente 


contínua de R? em R. 
e 


CCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCLCACCLCACLCECCCCCE 


ram 


A 
A 
A 
A 
a 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A: 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A. 
A 
e 
A 
A 
A 
D 
A 
A 
A 
A 
A 
© 
A 
A 
A 


53 MÉTRICAS UNIFORMEMENTE EQUIVALENTES 137 


5. Num espaço métrico discreto M, tôda aplicação J:M >N 
é continua mas nem sempre uniformemente. Por exemplo, seja M = 
= {1, 1/2, 1/8, ...; com a métrica induzida da reta. A funçãof:M>R, 
J(1n) = n não é uniformemente contínua. 


6. As funções f, g : R— (0) —> R, definidas por J(x) = 1/x e g(a) = 
= sentl/x) são contínuas mas não uniformemente. No primeiro: caso, 
basta tomar z = ijn, y = 1/(n + 1), para ter f(y) — j(x) = 1, enquanto 
a distância |z— y| = 1n(n + 1) pode tornar-se tão pequena quanto se 
queira, desde que se tome n grande. No segundo caso, pode-se tomar 
2 = 2/(2n — ljr ey = 2/(2n + Ir. Então, |g(x) — g(y)| = 2, mas |x — y| 
= 4j(4n?— 1)m pode assumir valóres arbitrâriamente pequenos, desde que n 
aumente indefinidamente. 


7. Sejam M = (M,d) e N = (N, dı) espaços métricos e h:M — N 
um homeomorfismo que não é uniformemente contínuo. No espaço M, a 
métrica d (x, y) = di(h(x), A(y)) é equivalente à métrica original d e agora 
h (M,d) > N, dy) é uma isometria, donde uniformemente contínuo. 


§ 3. Métricas Uniformemente Eguivalentes 


Duas métricas d, d’ num espaço M dizem-se uniformemente equivalentes 
quando a aplicação identidade i:(M, d) — (M, d') é um homeomorfismo 
uniforme 


EXEMPLOS 


8. Se existirem números reais m, n > O tais que d(x,y) < m- d(z, y) 
e dz, y) < n- d(z,y) quaisquer que sejam z,y E Af, então as métricas 
ded serão uniformemente equivalentes, pois, neste caso, a aplicação iden- 
tidade 1: (M, d)—> (M,d) e sua inversa i*:(M,d) —>(M,d) satisfazem 
a condição de Lipschitz, com as constantes m e n, respectivamente. Logo; 
te i* são uniformemente contínuas. Em particular, duas normas equiva- 
lentes num espaço vetorial E são uniformemente equivalentes. 


9. Outra consegiiência desta observação é que as métricas d(z, y) = 
= VZ dy), d, y) = Edy) e dry) = máx lda, yi) 
cs Ens Yn), T= (En... Zn), Y = (Yu. - -, Yn), definidas no produto car- 
tesiano M = M, X...X Ma de espaços métricos M,,...,M, são duas a 
“duas uniformemente equivalentes. Com efeito, como se notou no Ex. HM, 
Cap. II, tem-se d”(z, y) < d(x, y) S d'(z, y) < n- d'(æ, y), sejam quais 
forem z, y E M. Assim, as aplicações definidas, ou tomando valôres, no 
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espaço produto M =M, X...X Mn, que são uniformemente contínuas 
em relação a uma dessas métricas o são igualmente em relação às outras 
duas. (Vide Prop. 2, abaixo.) 


10. Dado um espaço métrico (M,d), as métricas d' e d”, definidas 
por d'(x, y) = mín. (1, d(x, y); e d(z,y) = d(z, y) + d(z, y)), são unifor- 
memente equivalentes ad. Com efeito, cada aplicação identidade ŝi : (M, d)-— 
-> (M, d’) e j : (M,d) — (M, d’) é uma contração fraca e portanto unifor- 
memente contínua. As inversas č : (M,d) — (M, d) e j” : (M, d) — (M, d} 
são uniformemente continuas, pelos motivos seguintes: 


a) Se d'(z, y) <1, então d'(z, y) = d(z,y). Assim, dado e> 0, 
tome-se ô = mín. {1,€}; se d’ (z, y) < ô então de, y) = d (z, yY) < ô< €, 
isto é, d'(x, y) < ô implica d(x, y) <€. 

b) Dado > 0, tomese à = e1 +€). Se d’(z, y) < ô, um cálculo 
imediato mostra que d(z, y) < e. : 

Segue-se que tôda métrica é uniformemente equivalente a uma métrica. 
limitada. 


1l. Sejam M=(M,d) e N = (N, dı) espaços métricos. Dado um. 
homeomorfismo h :M — N, a métrica d'(x, y) = di(h(x), h(y)), no espaço M, 
é equivalente a d. Segue-se imediatamente das definições que d” é unifor- 
memente equivalente a d se, e sômente se, j fôr um homeomorfismo uni- 
forme. Em particular, a métrica ô(£, Y) = |z? — 3º|, na reta, é equiva- 
lente, mas não uniformemente equivalente, à métrica usual d(x, y) = |z — y|» 
pois z — x? não é um homeomorfismo uniforme. Ainda na reta, a métrica 
limitada 5'(x, y) = mín. (1, (æ, y)+ = mín. (1, |z? — 3º|) é equivalente, mas 
não uniformemente equivalente à métrica usual d(x, y) = |x — y|. Com 
efeito, para todo s€ R suficientemente grande, e y = x + l/r, tem-se 
ô (x,y) = 1 e d(x, y) = 1/x; (cf. Ex. 3) logo, a aplicação identidade i : (R, d)—> 
— (R, ô’) não é uniformemente contínua. Finalmente, as métricas d'(x, y) = 


= mín. {1, |z — y|} e (æ, y) = mín. (1, |z? — 9º!) na reta, são limitadas 


e equivalentes mas não são uniformemente equivalentes pois a primeira é 
uniformemente equivalente a d mas a segunda não é. 


A proposição abaixo é imediata conseqüência da Prop. 1. 

Proposição 2 — Sejam d e d' (resp. dı e dy) métricas uniformemente 
equivalentes no espaço M (resp. no espaço N). Se J:(M,d)—>(N,d;) é 
uniformemente contínua, então f :(M,d)— (N, dy) também o é. 


1 EXEMPLO 


12. Seja J = (a,b) um intervalo limitado da reta e seja h:R>J um 
homeomorfismo. [Por exemplo, J=(-1,+D,h(x)=z(14%)] O ho- 
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meomorfismo inverso A! : J —R nunca é unifórmemente contínuo. Com 
efeito, se fôsse, existiria 0 > O tal que z, y E J, |x — y| < ô implicariam 
lho) — h(9)| < 1. Fixemos um inteiro n > 0 tal que (@b-— a)jn < ô. 
Dados x,y € J quaisquer, dividindo o intervalo de extremos x,y em n 


partes iguais, por meio de pontos x = T, %y..., Yn-1, = Y- teremos 
lm—- zil <, i=1,2,...,n, e portanto [|h!(x)— Fled] < L 
- n-1 


Dai viria AE) bh] E ie) ke) <n. Em suma, se 
ial 


h! fôsse uniformemente contínua, teríamos |k (x) — h(y)| < n (n fixo) 
para quaisquer x, y E J. Então W! :J -> R seria uma aplicação limitada, 
o que é uma contradição. Segue-se que as métricas limitadas em R, obti- 
das através de homeomorfismos h : R —> J, de R sôbre um intervalo limi- 
tado, pela fórmula d(x, y) = |h(z) — A(y)|, nunca são uniformemente equi- 
valentes à métrica usual da reta. 


13. Seja N=N1 X...X Nx o produto cartesiano dos espaços métricos 
N; com a métrica d(x, y) = máx. d(z1, Y1),. - -, AlEk, Yk) £= (2u... Le) 
Y = (Yu. .-, Yk). Seja M outro espaço métrico. Uma aplicação f :M>N 
é uniformemente contínua se, e sòmente se, as aplicações coordenadas 
ji: M > Ni, definidas por j(x) = (fi(x),...,Ju(z)), 2 E M são tôdas unifor- 
memente contínuas. Com efeito, se f é uniformemente contínua, então 
cada f; também é, pois f; = p; ° f e as projeções p: : M — N; são uniforme- 
“mente contínuas. Recìprocamente, se fı,..., fe são uniformemente conti- 
nuas, dado e > 0, existem ô; > 0,..., ôr > O tais que d(x,y) < ô: implica 
dito, fly) < e (,yEM). Seja = min. {ôn..., Ôr}. Se z, y E M 
são tais que dæ, y) < ô, então d'(J(x), J(y) = máx. (dx), fi(W)),... 
o Mil), fik) < €, O que prova a continuidade uniforme de f. Em 
virtude da Prop. 2, e do Ex. 9 acima, êste resultado ainda é válido ao ado- 
tarmos em N =N: X...X Nr uma das métricas d(z, y) = VD diz y)? 
ou d'(z, y) = È day) £ = (2u... 2i), Y = (Yo... Yo). 


$4. Mudança de Métrica e Espaços de Funções 


Quando se substitui a métrica de um espaço M por outra, mesmo equi- 
valente, o conjunto B(X; M), das aplicações limitadas de um conjunto X 
no espaço M, varia, pois-as-aplicações que são limitadas segundo uma mé- 
trica podem não o ser segundo a outra. Mas, ainda que o conjunto B(X; M) 
permaneça o mesmo (o que acontece, por exemplo, quando a métrica ori- 
ginal e a nova são ambas limitadas), sua topologia pode alterar-se ao pas- 
sarmos de uma métrica de M para outra equivalente. Nosso objetivo 
neste parágrafo é analisar êste fenômeno. 
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Sejam, pois, M um espaço métrico e X um conjunto arbitrário. Como 
de costume, indiquemos com §(X; M) o conjunto de tôdas as aplicações de 
Xem M. Dadasj, g E YX; M), põe-se dG, g) = sup. (d(j(x), g(1)); z E X}. 
A relação d(f,9) < œ é uma equivalência em §(X; M); a classe de equiva- 
lência de uma aplicação f : X — M é indicada com B;(X ; M). Cada Y(X; M) 
é um espaço métrico com a distância d acima definida; se d(f,9) < œ, 
BAX; M) = B(X; M) e, se d(f, 9) = 2, B(X; M) N B(X; M) = Ø. O 
espaço B(X; M) das aplicações limitadas de X em M coincide com B(X; M) 
onde c : X — M é qualquer aplicação constante. 

Em cada um dos espaços B; (X; M) escolhamos um “representante” 
&:X->M. Seja A o conjunto dêsses representantes. Se œ, 8 EA e 
«x B, então Be (X; M) N Be (X; M) = Ø, logo 


F(X; M) = U Ba (X; M) 
aga 


é uma reunião disjunta. [É claro que, se a métrica de M fôr limitada, 
existe um único B(X;M) = V(X; M) = (X; M).] Até agora, (X; M) 
tem sido considerado como reunião de espaços métricos, mas não como um 
espaço métrico. Definiremos agora uma topologia em §(X; M), chamada 
a topologia da convergência uniforme. Logo mais mostraremos que essa 
topologia é metrizável, mas observamos que não existe uma métrica natural 
para §(X; M), salvo no caso óbvio em que M é limitado. 


A topologia de (X; M) é definida declarando-se que um conjunto 


U C Ẹ(X; M) éaberto se, e sòmente se, U N Ba(X; M) é aberto em Ba(X;M).... 


para cada œ €A. Em outras palavras, os abertos de F(X; M) são os sub- 

conjuntos abertos de cada Ba(X; M) e suas reuniões. Em particular, cada 

Ba = Ba(X; M) é aberto em % = (X; M). Além disso, como Ba = & — 

Tá Bo”, cada Ba é também fechado em %. A topologia que & induz em 
a 


er 
cada Ba coincide com a que Ba já possuía. Se X fôr um conjunto infinito 
e a métrica de M fôr não limitada, então nem tôda aplicação f : X — M 
é limitada. Em outras palavras, B(X; M) = (X; M). Segue-se que, 
neste caso, Y(X; M) é um espaço topológico desconexo, pois Y(X; M) é um 
subconjunto aberto e fechado de Y(X; M), que não coincide com o espaço 
todo e certamente não é vazio. (Vide Cap. HI, $7.). 


Em geral, diz-se que um espaço topológico Y é soma topológica de uma 
família de subespaços (Ya)a€a, quando Y = U Ya, os Ye são dois a dois 
disjuntos e cada um dêles é aberto (e consegiientemente fechado) em Y. 
Assim, (X; M) é a soma topológica dos espaços Ba(X; M). Numa soma to- 
pológica, tudo se passa como se, em vez de subespaços do mesmo espaço Y, os 
espaços Y fôssem totalmente independentes uns dos outros. (Por exemplo, 
nenhum ponto y E Y« pode ser limite de pontos pertencentes aos demais Ya). 
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Consideremos outro espaço métrico N. Uma aplicação ọ : M >N 
induz, nos espaços de funções corresponden- 


tes, uma aplicação Dn LA ME N 


Es Gu 


definida por q (1) = q o f. P. (7) 
- Desejamos saber em que condições q, é 


contínua. A mera continuidade de y não basta, conforme a proposição 
seguinte mostra: 


P, : B(X; M) > (X; N) 


Proposição 3 — Sejam M, N espaços métricos e X um conjunto. Para 
que uma aplicação p :M — N induza uma aplicação continua o, : MX;M) > 
— F(X; N), é suficiente que q seja uniformemente continua. Se X fôr in- 
finito, esta condição também é necessária. 


Demonstração: Seja p uniformemente contínua. Tomemos fo E F(X;M). 
Para mostrar que g, é contínua no ponto fo, seja dado e > 0. Como q é 
uniformemente contínua, existe ô > 0 tal que se yz E M e dyz)<6 
então d(p(y), plz) < €/2. Logo, se FE F(X;M) e ff) <ô então 
sup. (d(p(J(1), Pla); x EX} Ser <e, donde dy (S), vio) < €, o 
que conclui a demonstração da primeira parte. Reciprocamente, supo- 
nhamos que q não seja uniformemente contínua. Então, existem seqüên- 
cias de pontos qn, yr E M tais que d(zn, Yn) > 0 mas d(p(z), P (ha) 2 €, 
para um certo e> 0 fixado. Como X é suposto infinito, existe em X 
uma sequência enumerável de elementos distintos an e podemos definir uma. 
aplicação f : X —>M tal que j(an) = £n (fazendo, por exemplo, f constante, 
iguala zı, nos demais pontos que por ventura existam em X). Consideremos 
agora uma sequência de aplicações mn: X>M, tais que falan) = yn mas 
Ja =f nos pontos de X diferentes de an. Então, d(fn, J) = d£n, Yn) > 0, 
donde fi —f em (X; Af). Por outro lado de (Ji). P,G) = HA Inlan), 
Aa) = Plyn), plz) Z e. Isto mostra que p, não é contínua no 
ponto f E (X; M), e completa a demonstração. 


Osservação — Na demonstração acima, parece têrmos tratado 
S(X;M) e F(X; N) como espaços métricos, sem havermos ainda definido 
métricas nestes espaços. Na realidade, não consideramos acima a 
distância entre dois elementos arbitrários em tais espaços. Apenas to- 
mamos algumas vizinhanças de pontos. Ora, o conjunto das aplica- 
vizinhança aberta de k (por definição) e nesta vizinhança há uma métri- 
ca compatível com sua topologia. Os €'s e d's tomados acima, referem-se 
a tal métrica. 
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Corocário 1 -— Se uma segiiência de aplicações n:X>M converge 
uniformemente para j:X>M ese p:M —>N é uniformemente continua, 
então po fn:X-—>N converge uniformemente para p- J:X50N. 

É imediato verificar que se p :M > N fôr uma correspondência biu- 
nívoca, q,:S(X;M) — F(X;N) também o- será e (9)! = (P), 
Segue-se o . 


Cororário 2 — Se p:M >N fôr um homeomorfismo uniforme 
p, : F(X; M) > F (X; N) será um homeomorfismo, cujo inverso é 
(E, 8X; N) > F(Z; M). 


CoroLÁRIO 3— Se p :M —N, além de uniformemente continua, fôr 
uma aplicação limitada (em particular, se a métrica de N jôr limitada) então 
P, E(X; M)) C B(X; N) e a restrição de p, a cada Ba(X; M) é uma aplica- 
ção uniformemente continua Ba(X; M) > B(X; N). 

A continuidade uniforme de y,|Ba(X; M) resulta da demonstração 
da Prop. 3 acima. 


OBsERVAÇÃO — Dada p :M >N uniformemente contínua, nem sem- 
pre se tem q, (Ba(X;M) C Boo a(X;N). 


Cororário 4 — Duas métricas uniformemente equivalentes num espaço 
M definem a mesma topologia em (X; M). Se ambas as métricas forem, 
além disso, limitadas, elas definirão em B(X;M) = Y(X; M) métricas uni- 
formemente equivalentes. 


CoroLÁário 5 — Sejam quais forem o conjunto X e o espaço métrico M , 
o espaço topológico Y(X; M) é metrizável. 


Com efeito, existe sempre uma métrica limitada d”, uniformemente 
equivalente à métrica d de M e portanto a topologia de (X; M) é a mesma 
de §(X; M’), M’ = (M, d’), sendo esta última metrizável, definida pela 
métrica de B(X; M^) = (X; M’). 

Note-se que a “métrica de §(X; M^) acima é natural porque resulta, 
sem escolhas arbitrárias, da métrica de M”. Entretanto, quando se parte 


de M, não há, entre as métricas limitadas que são uniformemente equiva- ~ 


lentes a d, uma que se imponha sôbre as demais, de modo que apenas a to- 
pologia de $(X;M) é natural. 

Se duas métricas d e d’ em M são apenas equivalentes, as topologias 
que elas determinam em §(X; M) e (X; M’) podem ser diferentes, isto é, 
a aplicação identidade 1 : §(X; M) — F(X; M’) pode não ser um homeomor- 
fismo. [Estamos escrevendo M = (M,d) e M’ =(M,d).] Mais do que 
isso, pode acontecer que não exista homeomorfismo algum de Y(X; M) sôbre 
(X; M’), conforme se vê no exemplo seguinte. 
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EXEMPLO 


14. Seja X um conjunto infinito. Considerando na reta R a métrica 
natural d(x, y) = |z — yl, o espaço Y(X; R) é desconexo pois o subcon- 
junto B(X; R), formado pelas aplicações limitadas f :X —R, é aberto, 
fechado, não-vazio e diferente do espaço inteiro. (Vide Cap. UI, 87.) 
Indiquemos com J o intervalo aberto (—1, +1). O homeomorfismo 
h:R—J, definido por h(x) = x/(1 + |z|), dá origem a uma métrica 
“dz, y) = |h(x) — My)| em R, a qual é equivalente, embora não unifor- 
memente, à métrica usual d. Seja R, = (R,d). Como dı é limitada, 
F(X; Rı) é um espaço métrico e, na realidade, he : G(X; R1) > Y(X; J) 
é uma isometria (em particular, um homeomorfismo) como é imédiato veri- 
ficar. Ora, $(X; J) é um subconjunto convexo do espaço vetorial normado 
B(X; R). Logo, Y(X;J) é um espaço topológico conexo. Segue-se que 
FX; Rı) também é conexo e, por conseguinte, F(X; R:) não pode ser ho- 
meomorfo a (X; R). 


§ 5. Exercícios 


1. Um polinômio p: R —>R é uma função uniformemente contínua em R se, e 
sômente se, tem grau < H. 


2. Seja f:J —R uma função derivável num intervalo J (aberto ou fechado, li- 
mitado ou não) da reta. Para que f seja uniformemente contínua em J, é necessário 
e suficiente que sua derivada f’ seja limitada-em J. A função f(x) = sen(z"), onde n E N 
é fixo, é uniformemente contínua se, e sômente se, n = Oou n = 1. 


3. Todo homeomorfismo À : R —> J, sôbre um intervalo limitado J, é uniformemente 
contínuo. É necessário supor h um homeomorfismo ? 


4. Seja M um espaço métrico conexo limitado. Se f:M —>N é uniformemente 
contínua, então f(M) é limitado. As hipóteses feitas sôbre M são indispensáveis. 


5. Seja f : R — {0} —»R definida por f(z) = 0 se z < 0 e f(z) = 1 sez > 0. En- 
tão, f é contínua mas não é uniformemente contínua. Generalize, considerando uma fun- 
ção de Urysohn (vide Cap. HJ, 85), de um par de fechados F, @ C M, com F NG = Ø, 
d(F, G) = 0. Por outro lado, se F, G C M são fechados, com d(F, G) > 0, eJ:M >N 
é tal que fI(M — F) e FKM — G) são uniformemente contínuas, então f : M >N é uni- 
formemente contínua. 


6. O conjunto das aplicações uniformemente contínuas f:M —>N é fechado no 
espaço Y(M; N) e portanto em G(M;N). Se E fôr um espaço vetorial normado, então 
as aplicações uniformemente contínuas f: M — E formam um subespaço vetorial de 
FM; E). Se E =R e f, g E (M; R) são uniformemente contínuas e limitadas, então 
o produto f - g é uniformemente contínuo. 


7. Para que f:M —N seja uniformemente contínua, é necessário e suficiente 
que d£n, Yn) — O implique d(f(£n), Hyn)) > O, sejam quais forem as segiiências (Tn) e 
(Yn) em M. 
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8. Sejam X um conjunto arbitrário e E um espaço vetorial normado. O espaço 
topológico W(X; E) das aplicações f: X > E é localmente conexo por caminhos e suas 
componentes conexas são as “variedades afins” B(X E) = f} + B(X; E) = {g: X >E; 
9) < œ}. 


9. Seja X um conjunto infinito. Dadas f, g :X —> R, a aplicação Ẹ : R — (X; R), 
definida por Kt) = tf + (1 — bg, é contínua se d(f, g) < œ. Se, porém, d(f, g) = œ, 
então É é descontínua em todos os pontos t E R. Segue-se, em particular, que a aplica- 
ção (i, Jf) — if, de R X F(X; R), em (X; R) é descontínua. Por outro lado, como B(X; R) 
é um espaço vetorial normado, a restrição R X B(X; R) — V(X; R) dessa aplicação é 
contínua. Generalizar para Y(X; E), onde E é um espaço vetorial normado = 0. 


10. Dado um conjunto arbitrário X, seja Ys (X;R) o espaço das funções reais 
f:X>R, com a topologia da convergência simples. As operações (,)>J+Hg e 
(t, f) — t - f são aplicações contínuas de Fs X Fa em Fs e de R X Fo em Ysy respectiva” 
mente. Isto se exprime dizendo que (X; R) é um espaço vetorial topológico. [Uma 
consegiiência da continuidade de (t, f) — tf é que f — —f é contínua, logo Ys é, em parti- 
cular um grupo topológico aditivo.] Outros exemplos de espaços vetoriais topológicos 
são os espaços vetoriais normados. O exercício acima mostra que, se X fôr infinito, 
então W(X; R), com a topologia da convergência uniforme, não é um espaço vetorial to- 
pológico. Todavia, a adição (f, g)—/ +g e a aplicação f — —j são operações conti- 
nuas, que fazem de Y(X; R) um grupo topológico. 


11. Dados os grupos topológicos G, H, mesmo não metrizáveis, tem sentido falar 
de uma aplicação uniformemente contínua f :G — H. Isto significa que, dada uma vi- 
zinhança arbitrária do elemento neutro & ElH, existe uma vizinhança U do elemento 
neutro e E G tal que, para quaisquer z, y E G com xy 1 E U, tem-se j(a)j(y)! E V. Tóda 
aplicação uniformemente contínua $:G — H é contínua. Todo kcmecmorfismo conti- 
nuo g : G — H é uniformemente contínuo. 


NOTA — Esta noção de continuidade uniforme coincide ccm a usual no caso do 


grupo aditivo de um espaço vetorial normado. . Mas, por exemplo, considerando o grupo ` 


multiplicativo R* dos reais > 0, a função z — a? é uniformemente contínua no sentido 
do grupo R*, embora não o seja no sentido usual. Em geral, qualquer que seja o grupó. 
topológico G, a aplicação m:GXG>G, m(x, y) = zy, é uniformemente contínua no 
sentido da estrutura de grupo topológico de G. No caso do grupo multiplicativo R*, a 
aplicação log : R* — R é'um isomorfismo sôbre o grupo aditivo dos reais, portanto z — z? 
é uma função uniformemente contínua em relação à métrica di(r, y) = |log a — logy, 
em R*, 


12. Sejam E, F espaços vetoriais normados. Uma aplicação p :E XE > F diz-se 
bilinear quando g(r + x", y) = (x, y) + plz’, y); px, y) = À- (£, y) e anàlogamente 
para a segunda variável. (O exemplo típico é a multiplicação de números reais.) Uma 
aplicação bilinear y é contínua se, e sômente se, existe uma constante m > O tal 
que ly(z,w)] <mlz| jy] quaisquer que sejam z,y € E. Nenhuma aplicação bili- 
near * 0 é uniformemente contínua, 


. 13. Seja M um subespaço do espaço métrico N. Se tôda função real contínua 
J:M > R fôr uniformemente contínua, então M é fechado em N. 


14. Digamos que uma aplicação f : M — N tema p.e.f. (propriedade da extensão 
finita) se, para cada r> O existe s > O tal que d(z, y) < r implica d(J(x),H(y)) < s. Sef 
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fôr limitada (mesmo descontínua) então f tem a p. e. f. Sej tem a p. e. f. então J trans- 
forma conjuntos limitados em conjuntos limitados. Recíproca falsa: z—»22, Se f 
satisfaz a uma condição de Hélder então f tem a p. e. f. Se M fôr um cubconjunto con- 
vexo de um espaço vetorial normado, então tôda aplicação uniformemente contínua 
j:M—N tem a p.e.f. Seja f:M —R um homeomorfismo uniforme de um espaço 
métrico limitado M sôbre a reta R. Então, f é uniformemente contínua mas não tem a 
p-e- f. Seg:M —N tema p. e. f. então g BalX; M)) C ByalX; M). 


15. Dadas duas funções reais f, g : X —> R, definamos f U g e J g como funções 
de X em R assim: (f U g) (z) = máx. (f(x), gz)} (f N 9) (1) = min. {J(z), gla)). Se X 
é um espaço topológico e j, g são contínuas, então f U g ef N g são contínuas. Se X é um 
espaço métrico e f, g são uniformemente contínuas, então f U g ef D g são uniformemente 
contínuas. 


16. Espaços unijormes. A noção de espaço uniforme é uma extensão natural dos 
conceitos de espaço métrico e de grupo topológico, permitindo que a idéia de aplica- 
ção uniformemente continua tenha sentido em condições mais gerais. 


Uma estrutura uniforme num conjunto X é uma coleção {l de subconjuntos U C X X X 
com as seguintes propriedades: 


1) Todo V.E U contém a diagonal A C X XX; 

2) se U, V E U então VNAV EU; 

3) se UEU e UC Y entäo V € U; 

4) se U EU então U- El), onde V- = {(y, 1) E X X X; (z, 4) E€ U}; 

5) dado UEM, existe V E U tal que (z, y) EV e (y,2) € V implicam (z,2) € U. 


Exemplos de estruturas uniformes: a) Dado um espaço métrico M, seja 1] a coleção 
dos conjuntos Ue = {(z, y) E M X M;d(z, y) <€} onde €>0 é arbitrário, b) Dado 
um grupo topológico G, seja U a coleção dos conjuntos [U] = {(z, y) E G X G; zy! E€ U}, 
onde U é uma vizinhança arbitrária de elemento neutro e € G. 

Um espaço uniforme é um par (X, U), onde X é um conjunto e U é uma estrutura 
uniforme em X. Dados os espaços uniformes (X, U) e (Y, 2), uma aplicação f : X — Y 
diz-se uniformemente continua quando, para cada V E R, existe UE U tal que (z, y) EU 
implica (f(x), f(y)) E V. A composta de duas aplicações uniformemente contínuas ainda 
tem essa propriedade. Um isomorfismo de espaços uniformes é uma aplicação unifor- 
memente contínua que possui uma inversa uniformemente contínua. 

Em todo espaço uniforme X existe uma topologia natural, definida do seguinte modo: 
um subconjunto A C X diz-se aberto quando, para cada z E X, existe U EU tal que 
(my E U implica y € A. Tôda aplicação uniformemente continua j:X>Y é con- 
tínua em relação às topologias naturais dos espaços uniformes X e Y. Duas 'estrutu- 
ras uniformes em X são chamadas eguivalentes quando induzem a mesma topologia em X. 


Exemplo: as estruturas uniformes definidas por métricas equivalentes num espaço 
métrico M. 


Espaços Métricos Completos 


Capítulo VI 


§ 1. Introdução 


Dada uma seqüência (za) num espaço métrico M, a única maneira que 
possuímos de provar sua convergência consiste em exibir z = lim za. Mui- 
tas vêzes, porém, não se necessita conhecer explicitamente lim x, mas apenas 
saber que êle existe. Daí a utilidade das condições suficientes para a exis- 
tência do limite, ou seja, dos “critérios de convergência”. (Por exemplo, 
tôda segiiência de números reais não-decrescente e limitada é convergente. 
Cf. Cap. IV, Ex. 4) O mais conhecido dêstes é o critério de Cauchy, segun- 
do o qual uma.seqiiência de números reais £r é convergente se, e sômente se, 


lim |m-m|=0. 
mn 


Estudaremos, neste capítulo, os espaços métricos M nos quais o critério 
de Cauchy se aplica, isto é, uma sequência (zn) em M converge se, e sômente 
se lim d(tm zn) = 0. 


m, n> 
Uma das utilidades dos espaços completos é que nêles é possível de- 
monstrar teoremas de existência para elementos satisfazendo as condições 
dadas. A grosso modo, procura-se construir, passo a passo, uma seqüên- 
cia de Cauchy cujos elementos x estão mais e mais próximos de satisfaze- 
rem às condições dadas. Sendo M completo, existe z = lim za, ponto que 
deverá satisfazer exatamente a tais condições. ` 


§ 2. Seqüências de Cauchy 


Diz-se que uma seqüência (x), num espaço métrico M, é uma següên- 
cia de Cauchy quando, para todo e > O dado arbitràriamente, é possível 
obter no E N tal que m, n > no implica zm, Zn) < €. 
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Dada uma seqiiência (za) no espaço métrico M ponhamos, para cada 
n E N, Xn = {2n Imu. --}. Como de costume, indiquemos com d(X,) 
o diâmetro do conjunto Xn- 


Prorosição 1 — A segúência (zn) é de Cauchy se, e sòmente se, 
lim (Xn) = 0. gi 
no po 

Demonstração: Com efeito, d(zm; Zn) < € para quaisquer m,n > no 
equivale a dizer que ô(X,) < e para todo n > no. 


Cororário — Tóda segiência de Cauchy é limitada. 

Com efeito, X, = (z,...,%-1:] U Xa Sendo (x) uma segiência 
de Cauchy, existe no tal que n > no implica d(X,) < 1. Logo, X, é limitado, 
isto é, a sequência (x,) é limitada. 


Proposição 2s—a) Tôda subsegiiência de uma segiência de Cauchy 
é também uma segiência de Cuuchy. 
b) Tóda segiência convergente é uma segiiência de Cauchy. 


c) A imagem de uma segiiência de Cauchy por uma aplicação unifor- 
memente continua é uma segiúência de Cauchy. 

Demonstração: a) Óbvio. 

b) Seja lima, =x. Dado e> 0, existe no tal que m,n > n 
implica d(£m, £) < e2 e d£n, x) <e2 donde d(tm 2n) S Alam, 2) + 
+ d(x,,7) < e. Portanto, (zn) é uma sequência de Cauchy. 

c) Sejaf:M —»N uniformemente contínua e seja (x,) uma segiiência 
de Cauchy em M. Dado e> 0, existe ô> O tal que d(J(x), J(y)) < € 
sempre que x, y E M e d(z, y) < O. Existe também n tal que m, n > no 


implica d(zm, Zn) < Ò e portanto d((zm), J(zn)) < e. Isto mostra que 
((xn)) é uma segiiência de Cauchy em N. 


Cororário — Duas métricas uniformemente equivalentes no mesmo es- 
paço M determinam as mesmas segiúências de Cauchy em M. 


EXEMPLOS 


1. Seja Q o conjunto dos números racionais, com sua métrica natural 
d(z, y) = lz— y|. Seja (x,) uma segiiência de números racionais tal 
que z = lims, é irracional. (Por exemplo, zı = 3; z: = 3, l; z4 = 3,14... 
... £ =T.) A seqüência (z,) é convergente em R e portanto é uma se- 
quência de Cauchy em R, pela parte b) da Prop. 2. Os têrmos £, pertencem 
todos a Q, cuja métrica é induzida de R, logo, (£n) é uma seqüência de Cauchy 
em Q, a qual não converge neste espaço. Mais geralmente, se X é um sub- 
conjunto não-fechado de um espaço métrico M, existe uma sequência de 
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pontos x, € X que converge em M para um ponto z€ M — X. Consi- 


derada como uma segiência de pontos no subespaço X, (x) é uma seqüên- 
cia de Cauchy não-convergente. 


2. Sef:M >N é apenas contínua, pode-se ter uma sequência de 
Cauchy (x,) em M cuja imagem (f(x,)) não é uma segiiência de Cauchy 
em N. Por exemplo, sejam M = R — {0}, N=Reja)= lx. A se- 
qüência de pontos z, = l/n é de Cauchy em M mas (F(&a)) = (1,2,3,...) 
não é uma seqüência de Cauchy. A propriedade de transformar seqüên- 
cias de Cauchy em seqüências de Cauchy não é característica das aplicações 
uniformemente contínuas. Por exemplo, f : R — R, definida por J(x) = z? 
tem esta propriedade. Mais geralmente, se M é tal que tôda sequência 
de Cauchy em M é convergente (vide §3) então tôda aplicação continua 

‘f :M-—N (uniformemente contínua ou não) transforma seqüências de 
Cauchy em segiiências de Cauchy. 


3. Seja P = (1,1/2,1/3,..., 1/n,...; com a métrica induzida da 
reta. Uma segiiência (za) num espaço métrico M determina uma aplica- 
çãof:P>M, com f(1/n) = zn. Como P é um espaço discreto, f é sempre 
contínua, Para que f seja uniformemente contínua, é necessário e sufi- 
ciente que (z,) seja uma segiiência de Cauchy. Com efeito, sendo n> 1/n 
uma sequência convergente em R e portanto de Cauchy em P, sua imagem 
((1/n)) = (£n) será de Cauchy em M se f fôr uniformemente contínua. 
Reciprocamente, se (zm) é de Cauchy, dado e> 0, existe no tal que 
m,n > n implica d(tm tn) < e Seja ô=1/no?. A menor distância 
entre 2 pontos distintos de conjunto (1, 1/2, ...,1/no) é 1/no— 1) — 
— 1/no = 1/(no — 1)no > 1/nẹ? = O. Portanto, se d(1/m, 1/n) < ô, oum = n 
ou então m,n> n. Em qualquer caso, d(l/m, 1/n) < ô implica 
(FO m), Sn) = d(tm, Ta) < e; logo; f é uniformemente contínua. 


4. Seja M = M, X... X My um produto cartesiano de espaços mé- 
tricos. Uma seqüência de pontos Ta = (Tai. -- Tne) E M é uma seqüên- 
cia de Cauchy se, e sômente se, para cada è= 1,...,k, a sequência de 
i-ésimas coordenadas (Zu, Toi.. -p Tni...) é de Cauchy em M;. Com 
efeito, sejam P = {1, 1/2, .-., H/n,...} e f:P>5>M, Jdjn) = tn Em 
virtude do exemplo acima 'e do Ex. 11, Cap. V, as seguintes afirmações são 
equivalentes: i) (za) é uma seqüência de Cauchy em M; ii) f :P—M é 
uniformemente contínua; iii) cada fi :P— M;, definida por fi(1/n) = tni 
é uniformemente contínua; iv) cada segiiência de coordenadas (Zni)n EN, 
é de Cauchy em Mi. 


Proposição 3 — Seja (z,) uma segiiência de Cauchy num espaço mé- 
trico M. Se alguma subsegiência (tm) converge para um ponto zEM, 
então (zn) também converge para o ponto z. 
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Demonstração: Dado e > 0, existe n’ tal que ny > nº implica d(tn, 2) < 
< ej2. Existe também n” tal que d(zm, tn) < e/2 sempre que m, n > n”. 


ca 
L 


Seja m = máx. (n',n'). Se n > no, podemos escolher ny > ny e teremos 
din, 2) S dEn, En) + dn £) < 2 + e/2 = e. Logo, tn> z. 


§ 3. Espaços Completos 


Diz-se que um espaço métrico M é completo quando tôda seqüência de 
Cauchy em M é convergente. 

Segue-se da Prop. 2, item c) que se M é completo e N é uniformemente 
homeomorfo a M então N é também completo. Masse M e N são apenas 
homeomorfos então M pode ser completo sem que N o seja. Em outras 
palavras, ser completo não é uma propriedade topológica. 


EXEMPLO 
5. Seja P = (1,1/2,...,1/n,...). Com a métrica d(x, y) = |z—y|, 
induzida da reta, P não é completo, pois (1/n) é uma segiência de Cauchy 
não. convergente em P., Sendo P discreto, a métrica d'(x,y) = 1 para 
z£ y e d'(z,y)= O é equivalente à métrica d. Mas o espaço (P,d” é 
completo pois tôda sequência de Cauchy relativamente a d’ deve ser cons- 
tante a partir de uma certa ordem, e portanto convergente. 
O exemplo mais importante de espaço métrico completo é a reta. A 
proposição que se segue é devida a Cauchy. 
ask 
Prorosição 4 — O conjunto R dos números reais, com a métrica usual 
d(z, y) = |z — y], é um espaço métrico completo. 


Demonstração: Seja (za) uma segiiência de Cauchy de números reais. 
Para cada n, ponhamos Xn = {£n, Tnr-..) e a = inf. Xn. Como 
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(az)é limitada e Xı D X: D X: D -.., obtemos assim uma segúêneia cres- 
cente limitada de números reais < az < ... < an L .... Seja a = lima. 
Afirmamos que a = lim za. Pela Prop. 3, basta demonstrar que existe 
uma subseqüência (Tay) convergindo para a. De acôrdo com a Prop. 3, 
Cap. IV, é suficiente provar que todo intervalo (a — e, a+ €), e> 0, 
contém pontos x, com n arbitràriamente grande. Ora, dado qualquer 
nı, existe m > n4 com a-e< am < a +e. Sendo am=inf. Xm, am < a+ € 
implica que existe n > m (e portanto n > n) tal que am < In < a+e6, 
isto é, x, E (a + €, a + €), como queriamos demonstrar. 

Na proposição abaixo, M = M: X...X My pode ser tomado com qual- 
quer das 3 métricas usuais. 


Proposição 5 — O produto cartesiano M = M, X...X My é completo 
se, e sômente se, cada um dos jatóres M1,..., My é um espaço métrico completo. 


Demonstração: Se cada M; é completo, dada uma sequência de Cauchy 
(£n) em M, cada uma das segiiências de coordenadas (£ni)n Ex é de Cauchy 
em M; (Ex. 4) e portanto convergente em M;. Segue-se que (£a) converge 
em M (Ex. 9, Cap. IV) e portanto M é completo. Reciprocamente, se um 
“dos fatôres (digamos, M, para simplificar a escrita) não fôsse completo, 
existiria uma sequência de Cauchy (Yn) não-convergente em M,. Fixemos 
arbitrâriamente pontos a; E M»,..., ar E Mk. A segiiência de pontos 2, = 
= (Yn, an... 0) E M seria de Cauehy, pois d(£m, Zn) = Um, Yn) e não 
convergiria em M, logo M não seria completo. 


Cororário — O espaço euclidiano R” é completo. 


Proposição 6 — Todo subespaço fechado de um espaço métrico completo 
é também completo. Reciprocamente, um subespaço completo de qualquer mé- 
trico é fechado. 


Demonstração: Seja FC M fechado, M completo. Dada uma se- 
quência de Cauchy formada por elementos x, E F, existe lim t, = z E€ M. 
Como F é fechado em M, x E F (Prop. 7, Cap. IV). Logo, F é completo. 
Reclprocamente, se S C M é completo e uma sequência de pontos qn E S 
converge para um ponto z € M, então (za) é uma segiiência de Cauchy 
[Prop. 2, item b]. Sendo S completo, existe 7 € S, x = liM za. Pela 
unicidade do limite, z’ = z. Logo, z E S e portanto S é fechado em M. 

Proposição 7 — Sejam X um conjunto qualquer e M um espaço mé- 
trico completo. Dada qualquer aplicação «:X —>» M, o espaço Ba (X; M) = 
=(:X5M; dJ,0) < o) é completo relativamente à métrica dQ, 9) = 
= sup. (d(J(x), 9(x); z E X}. 


Demonstração: Seja (Ja) uma segiiência de Cauchy em Ba(X; M). 
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Para cada zE X, temos dJm(x), jn(z)) < Jm, fa) e portanto 
Ga), J2), - . .» Jala), -.) é uma segiiência de Cauchy em M. Sendo M 
completo existe, para cada zE X o limite f(x) = limj(z) E M. Isto 


define uma aplicação f : X — M para a qual a seguência de aplicações Ja 

converge simplesmente. Para mostrar que a convergência é uniforme, to- 

memos arbitrâriamente e > O. Existe m EN tal que m, n > mM implica 

fm Ja) < e e portanto dfm(x), jlx) < e para todo z€ X. Assim, se 

n> no, temos d(f(x), hE) = lim. Jm(z), fa(x)) < é, seja qual fôr z E X. 
mS 


Logo, d(f, fa) < e para todo n> m. Em particular d(f, fa) < œ, donde 
J E Ba(X; M) e, como queríamos demonstrar, lim f, = f no espaço BalX; M). 


CoroLáRIo — Dada æ :X — M, seja Ca(X; M) o conjunto das apli- 
cações contínuas f :X — M tais que d(f, a) < œ. Se M é completo, 
Ce(X; M) também é completo em relação à métrica uniforme d(f, 9) = 
= supíd((a), ge); x E X}. 

Com efeito, Ca(X; M} é um subconjunto fechado do espaço métrico 
completo Ba(X; M), de acôrdo com o Corolário da Prop. 17, Cap. III. 


EXEMPLOS 


6. Seja Z = [a,b] um intervalo fechado e limitado da reta. O 
conjunto Go = Co(1;R) das funções contínuas limitadas em Z é completo 
relativamente à norma |f — g| = sup. (lj(x)—g(x)|; x E I}. Entretanto, 


se considerarmos em € a norma |f— gl = f la) — gla)ldz, Co não 


será mais completo. A fim de tornar G completo relativamente a esta nor- 
ma, é preciso acrescentar-lhe as funções integráveis no sentido de Lebesgue. 


7. O intervalo aberto - 1, +1) não é completo em relação à métrica 
usual d(z, y) = |z — y|, pois não é um subconjunto fechado da reta. Mas 
o homeomorfismo h : (— 1, + 1) > R, definido por h(x) = «z/(1 — 2), define 
em (1, + 1) uma métrica di(z, y) = |h(x) — h(y)| relativamente à qual 
(— 1, + 1) é um espaço isométrico à reta R e portanto completo. 


8. Todo subconjunto aberto 4 de um espaço métrico completo M 
é homeomorfo a um espaço métrico completo. Com efeito, seja f : M — R 
uma função contínua que se anule exatamente nos pontos de M — A, como 
por exemplo, j(x) = d(æz, M — A). Definamos p:A>R pondo (z) = 
= 1x); p é contínua e p(z) tende para œ quando v se aproxima da fron- 
teira de A. O gráfico de q, G = ((x, p(x)); x E A} é um subconjunto fe- 
chado de M X R, pois G=((s)EMX R;ti(x)= 1). (Atenção: o 
Ex. 20 do Cap. II, segundo o qual o gráfico de uma função contínua 
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Jj:M—R é um subconjunto fechado do produto M X R, não se aplica 
aqui, pois q não é definida em todo o espaço M, nem num subconjunto fe- 


Um espaço completo, homeomorfo a R? — (0). 


chado de M.) Logo, G é um espaço completo, tom a métrica induzida de 
M XR. Mas sabemos que a projeção de A X R sôbre A define um ho- 
meomorfismo de G sôbre 4. Isto demonstra a afirmação feita. Segue-se 
que - 


1 1 
dilz, y) = MEMES MA + d(z, y) 


é uma métrica de A, equivalente à métrica original, e A é completo relati- 
vamente a dı. (Para uma extensão dêste resultado, vide Cap. IX, Coro- 
lário da Prop. 7.) 


9. Seja E um espaço vetorial normado. Uma série Ez, em E diz-se 
absolutamente convergente quando a série de números reais Z |za| é conver- 
gente. Se E fôr completo relativamente à sua norma, tôda série absoluta- 
mente convergente em E é convergente. Com efeito, sejam Sn = 2 + 
+... +tmeo = Iml+...+lIzl. Tem-se [sm — S| < |Om — Snl. Como 
a segúência (Fn) é convergente, e portanto de Cauchy, segue-se que (sa) é 
uma segiiência de Cauchy em E. Sendo E completo, (sn) converge, isto é, 
a série Èx, é convergente. 

10. A recíproca é falsa. A série de números reais 1 — 1/2 + 1/3 — 
— 1/44... é convergente mas não é absolutamente convergente pois 
1+12+18+...= o. ms 

11. O espaço de Hilbert das segiiências de quadrado somável. Seja H o 
conjunto das segiiências z = (Z3, £a. .., Z...) de números reais tais que 
Ez! < o. Vamos demonstrar que H é um espaço vetorial, munido de 
um produto interno em relação ao qual H é completo. Dado x = (z) € H, 
ponhamos |z| = /Z z. 
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Lema — Dados z = (x) e y = (y) em H, a série de números reais 
E x: y: é absolutamente convergente e |E: yi| < Ljxy| < lel- lyt. 


Demonstração: Para cada k E N temos, em virtude da desigualdade 
de Cauchy (Cap. I, Ex. 2): 


k k k 
D laul < (De Dvs lel lol 


Logo, as somas parciais da série de têrmos não-negativos È |z:y:| são limi- 
tadas pelo número |z|-|y|. Segue-se do Ex. 4, Cap. IV que Z|z:y| con- 
verge para um limite < !z|-|y|. Pelo Ex. 9 acima, Zz; y; também com 
verge, e o lema fica estabelecido. 

Resulta do lema que se z = (z) e y=(yW) pertencem a H, então 
z+ y = (x: + yi) também pertence a H pois, para cada k E N, 


k k k k 
È + um = Drt y? +2 2 Ti h. 


Fazendo k> o, vem È (z; + y)? = Br: + By? + 2E ziyi < o, como 
queríamos demonstrar. Também se AER e zEH, Me s= (n) € H, 
como se verifica imediatamente. Em relação às operações z +y e Az 
acima definidas, H é um espaço vetorial, no qual está definido um produto 
interno < x,y > = È tiy; com as propriedades usuais: < v, y > = 
= <y, x>, <t +y, z> = <r, 2> + <y, 2>, <T, y> =A LT, Y>, 
<z> 2 0 e, para z #0, <z, > >00. Segue-se do lema que 
I<zy>|<lIz|-fyl. A aplicação >|z|=V<z,%> é uma nor- 
ma em H. Com efeito, temos lx+ty=V<zrtyz+ty>= 
= vls + ytr2<my>< vlej? + |y +2|< ay >| < 
< viz? + |y|?+ 2zi- ly] = |z| + !y|. As demais propriedades da 
norma são imediatas. 


O espaço H é completo relativamente à métrica |£ — y |= V2 (x— y)?. 
Com efeito, seja (£n) uma sequência de Cauchy em H. Para cada n E N, 
temos Tn = (Zn1,... Xni- --). Fixado qualquer i E N, temos [mi — Zw| < 
<lam — Trl, logo, (ta)nGn é uma seqüência de Cauchy de números reais. 
Portanto, para cada 1 E N, existe um número real a; tal que lim twi = q. 

mo 


Seja a = (0,,42%...,G...). Dado arbitrâriamente e > 0, existe no E N 
tal que m,n >n implica Èi (Emi — £ni)? = [tm — z|? < €. Portanto, 
para todo kE N e m,n > no, tem-se 


k 
È (mi — Tai)? < &. 
= 


Da 
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Fazendo m -> œ na desigualdade acima (e mantendo k,n fixos), re- 
sulta que, para todo k E N, tem-se 


k 
X (a; — Tai)? < €, seja qual fôr n > no. 
& 


Fazendo agora k — œ, obtemos: 


x (a; — Tai)? < €, para todo n > no. 


Em particular, a— x, EH para todo n > no. Como x E H, segue-se 
que q = (a — Tn) + ta E H. Além disso, a última desigualdade pode ser 
escrita |a — 4] < € para todo n > no. Portanto, x, —> a em H, concluindo 
a demonstração de que o espaço de Hilbert H é completo. 


OpservaçõEs — 1) No espaço de Hilbert H existe uma sequência de 
projeções p; : H — R, pix) = zi. Cada projeção p; é uma contração fra- 
ca e portanto é uniformemente contínua. Ficou estabelecido no argumento 
acima que se (x) é uma sequência de Cauchy em H e, para cada i, pázm) > a 
então a =(a,...,a;.. )CEH ema em H. Mas é importante notar 
que, ao contrário do que ocorre num produto cartesiano, uma sequência 
(am) em H pode ter cada uma de suas coordenadas Zn; = pi(£n) convergindo 
para um- ponto a; E R, coma = (@,,... œ...) E H, sem quem > a em H. 
Por exemplo, seja zn = (0,0,...,0,1,0,...) o ponto que tem uma coorde- 
täda 1 no n-ésimo lugar e as demais coordenadas zero. Para cada i € N, 
lim Tai = O mas x, não converge para 0 em H pois |z,| = 1 para todon € N. 


nos 

Outra maneira de formular esta observação é dizer que, dada uma aplicação 
contínua f : M —> H (onde M é um espaço métrico) tem-se p; o f = fi: M — R 
contínua para todo 1 € N. Entretanto, pode acontecer que as coordenadas 
Ji: M — R sejam tôdas contínuas sem que f o seja. 


2) Chama-se espaços de Hilbert a todo espaço vetorial Æ, munido de 


um produto interno <z,y> e completo relativamente à norma |z| = 
n 


=V<z,1>. O espaço R”; com o produto interno <z, y> = È ty, 


i=1 


é um exemplo de espaço de Hilbert (de dimensão finita), do qual H é uma ex- 
tensão natural. 


§ 4. Extensão de uma Aplicação Uniformemente Contínua 


Diz-se que um subconjunto S de um espaço topológico X é denso em X 


quando seu fecho § coincide com o espaço inteiro X. Isto equivale a afir- 
e 


a EE 


ccccCc 
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mar que todo aberto não-vazio em X contém pontos de S, ou ainda, que 
o complementar de S não possui pontos interiores. 


Para que um subconjunto S deum espaço métrico M seja denso em M 
é necessário e suficiente que cada ponto x E M seja limite de uma segiiência 
de pontos x, E S. 


EXEMPLOS 


12. O conjunto Q dos números racionais é denso na reta R; também 
o conjunto dos números irracionais é denso em R. O conjunto Q” dos pon- 
tos de coordenadas racionais é denso no espaço euclidiano R”, Mais geral- 
mente, se, para é = 1,2,..., n, S: é denso no espaço M;, então Sı X...X Sn 
é denso no produto M, X...X Mn, pois 4 X...X Sa = 5 X...X D = 
= M, X...X Ma. Nenhum subconjunto próprio de um espaço discreto 
pode ser denso. 


13. Sejam M, N espaços métricos, S um subespaço de M e f : 8 —> N 
uma aplicação contínua. Uma aplicação continua f :M — N diz-se 
uma extensão contínua de f quando F(x) = J(x) para todo zES. Isto 
significa que FIS = f, ou seja, Joi = f, ondei:S>Méa aplicação de in- 
i clusão. Um dos problemas mais importantes da Topologia é o de deter- 
minar condições segundo as quais uma aplicação f:S — N pode ser conti- 
nuamente estendida ao espaço inteiro. Por exemplo, um famoso teorema, 
devido a Brouwer, afirma que se S”! = {z € R”; |z|= 1) é a esfera uni- 
tária do espaço euclidiano e D” = {z € R”; |z| < 1) é o disco unitário, a 
aplicação identidade j:S”1 —»S”1 não possui uma extensão contínua 
F: D" >Sr1, (Vide Hurewicz e Wallman, “Dimension Theory”, Prince- 
ton Univ. Press, Pág. 40.) Uma demonstração elementar do Teorema de 
Brouwer'em dimensão 2 é sugerida no Exere. 33 do Cap. VII. 


Para n = 1, o teorema de Brouwer reduz-se a afirmar que não existe 
uma aplicação contínua q :[-1, + 1]— (—1, + 1} tal que (=D) = —1, 
(+ 1) = +1, o que decorre imediatamente de ser o intervalo [— 1, +1] 
conexo: se q existisse, q !(— 1) e g-!+1) seriam dois subconjuntos não- 
-vazios, fechados, disjuntos, no intervalo [~ 1 +1], tais que {- 1, +1] = 
=4-DU q). E 


E Consideremos o problema de estender continuamente f:S>N no 
caso particular em que S é denso em M. Neste caso, se existir uma ex- 
tensão contínua f : M —»N, ela é única pois se 7:M >N é contínua e 
coincide com f nos pontos de S, então o conjunto dos pontos z E M tais 


que f(x) = g(x) é fechado em M e contém S, logo coincide com o espaço 
inteiro M. Assim, f = 5. 
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Uma condição suficiente para a existência da extensão J : M —N é 
fornecida pela proposição abaixo. 


Prorosição 8 — Sejam S um subconjunto denso de um espaço métrico 
M ej:S>N uma aplicação uniformemente contínua, onde N é um espaço 
métrico completo. Existe uma única extensão continua f : M —> N, a qual é 
uniformemente continua. 


Demonstração: A unicidade foi estabelecida acima. Quanto à exis- 
tência, dado qualquer a E M, seja qual fôr a sequência de pontos tn ES, 
com Ta — q, a sequência (f(za)) é de Cauchy em N, pois f é uniformemente 
contínua. Como N é completo, (f(xn)) converge em N. Segue-se da Prop. 
12, Cap. IV, que existe lim f(z) = f(a) para cada a E M. Comof:S>M 


é contínua, temos f(a) = f(a) para aE S. A aplicação f : M —>N assim 
definida é contínua, em virtude da Prop. 14, Cap. IV. Mas demonstra- 
remos diretamente que f é uniformemente contínua, sem apêlo àquela pro- 
posição. Com efeito, dado € > 0, como f é uniformemente continua, existe 
ô > 0 tal que se z, y E S e d(z, y) < ô então d(f(x), J(y)) < e. Se, agora, 
Z7EM e d(ž,9g)< ô então existem sequências de pontos Zn, Yn E S 
com Tn >Ë e Yn —7. Com lim dän, Yn) = d(Z, 7) < Ò, existe no tal que 
d(xn, Yn) < Ô para todo n > no. Segue-se que d(j(xn), J(Yn)) < € para todo 
n > n e portanto d(F (E), F @)) = lim d(j(zm), J(W)) < €, o que estabelece 
a continuidade uniforme de f. 


Osservações — 1) Ficou demonstrado acima que se p:M>N é 
contínua e S C M é um subconjunto denso tal que P|S é uniformemente 
contínua, então « é uniformemente contínua, quer N seja completo quer não. 


2) Se N não fôr completo, a extensão f pode não existir. Por exemplo, 
seja Q o conjunto dos números racionais. A aplicação identidade f : Q — Q 
é uniformemente contínua mas não possui uma extensão contínua f:R — Q. 
(Por quê?) Também a hipótese de f ser uniformemente contínua não é dis- 
pensável, como se vê no caso de f:(0,1]—> R, definida por j(x) = 1/z. 
Não existe uma extensão contínua f :[0, 1] — R. Esta observação fornece 
uma maneira de verificar que certas funções não são uniformemente con- 
tínuas. 


§ 5. Completamento de um Espaço Métrico 


Mostraremos agora que, dado um espaço métrico não completo M, 
é possível acrescentar-lhe novos pontos, de modo a obter um espaço com- 


A A A 

pleto M, sem alterar as distâncias dos pontos originais. Se M C M e M 
A 

é completo, então o fecho de M em M é completo (Prop. 6). Basta pois 
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A = 
tomar êste fecho, em vez do espaço inteiro M, isto é, podemos sempre supor 


A 
que M é denso em M. O espaço M será chamado o completamento de M. A 
definição formal é a seguinte:— 


Um completamento de um espaço métrico M é um par M, D, onde 
j:M—> M é uma imersão isométrica, m é completo e f(M) é denso em M. 
A 


Às vêzes, por simplicidade, diremos que M é o completamento de M, dei- 
xando a imersão f subentendida. 


EXEMPLOS 


A k E 
14. Se M = (0, 1), com a métrica usual, então M = [0,1] e F : (0, 1) > 


A 
> 0, 1], J(x) = z, constituem um completamento (M, f) de M. 


A 
15. Se M já é completo, todo completamento $:M ->M de M é 


A 
trivial, pois f é necessàriamente sôbre M. Com efeito, sendo f uma imer- 
são isométrica, HM) é isométrico E M, donde rd e portanto fechado 


em ñ. Sendo também denso em M, tem-se j(M) = 


A proposição que se segue estabelece a unicidade do completamento. 
(A menos de uma isometria, naturalmente.) 
A ~ 
Proposição 9 — Sejam (M, f) e (M, 9) completamentos do mesmo es- 


A ga 
paço métrico M. Existe uma única isometria p:M — M tal que gof = g. 


A ~ A ~ 
Demonstração: Se E:M>M e p:M—M são contínuas e go jf = 


A 
=g = Eo j então o|f(M) = ElHKM): Como j(M) é denso em M, segue-se 
que q = É. Isto prova a unicidade de œ. Para 


demonstrar a existência, definamos yo: HM) — : M g 

~ m f 
>M pondo pf) = g(x), 1EM. É claro A a 
que yo é uma imersão isométrica de (M) em M. p = 


De acôrdo com a Prop. 8, existe uma única apli- 


A ~ A 
cação contínua p:M —»M que estende qo --Dados Z, g E M, existem 
segiências de pontos Ta, y E HM) tais que m —£, Yng. Tem-se 
dla(z), o(g)) = lim polta), Polyn))= lim tm, YUn)=dE, g). Logo, p é uma 
imersão inommétrica de M em X. Como M é completo, en também oé. 


Assim, ado é fechado em Ñ. Como q estende Po, temos P D pN = 
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A ; ma. 
= g(M) e portanto (M) é denso em M. Sendo ao mesmo tempo fechado 
2, A 


e denso em MÑ, (M) = M , como devíamos demonstrar. 


EXEMPLOS 
16. A noção de completamento não é topológica. Se tomarmos, no 
mesmo espaço M, duas métricas equivalentes d e d”, os espaços métricos 
(M, d) e (M, d’) podem ter completamentos não homeomorfos. Por exem- 
plo, a métrica natural no intervalo aberto (0, 27) é equivalente à métrica 


d'(z, y) = V(cosz — cos y}? + (senz — sen y)? pois d’ é induzida pelo 
homeomorfismo À : (0,27) — S! — {p}, onde S! = ((z,) E R3; x? + y? = 
= 1) é o círculo unitário do plano, p E S! é o ponto de coordenadas (0, 1) 
e h(x) = (cos z, sena). O completamento de (0, 27) em relação à métrica 
usual é [0, 27]. Relativamente à métrica d”, o completamento de (0, 27) 
é o círculo S! pois A: ((0, 27), d) > S, — {p} é uma imersão isométrica, 
cuja imagem S! — {p} é densa em S!. Evidentemente, o intervalo fechado 
[0, 27] não é homeomorfo ao círculo St. (O complementar de qualquer 
ponto de S! é conexo enquanto o complementar de um ponto interior de 
[0, 27] é desconexo.) 


17. Geralmente, para obter o completamento de um espaço métrico 
M, toma-se uma imersão isométrica f : M —>N, N completo, e põe-se 


A 
M = KM). 


Demonstraremos agora a existência do completamento. 


Proposição 10 — Todo espaço métrico M possui um completamento. 


Demonstração: Para cada z E M, seja dz: M — R a função contínua 
definida por di(y) = d(z, y}, y E M. Foi observado no Ex. 16 do Cap. I 
que, para v, xz’ ŒE M quaisquer, d(d:, dy) < œ, logo existe uma aplicação 
&:M —>R tal que dz E Ca(M; R) para todo rE M. Foi também obser- 
vado que a aplicação contínua g : M — CM; R), definida por (1) = dz 
é uma imersão isométrica. , Sendo C(M 7R) um espaço métrico completo 
(Corolário da Prop. 7), pomos q =(M) e temos um completamento dt, p) 
do espaço M. 


Osservações: 1) Na Proposição 10 acima, é natural escolher œ = dzy 
para um certo vw E M. Seja como fôr, a imersão isométrica q : M — 
> Ca(M; R) nunca é sôbre Ca(M; R). Com efeito, as funções dz E AM) 
são tôdas contrações fracas, pois [d(y) — dl] = |d(z, y) — d(e, )| < 
< dy, 2). Ora, escolhendo yo = xo em M, a função f = 2 dy — dy, per- 
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tence evidentemente a Co(M; R) mas, como f(z) — J(yo) = 3 d(zo, yo), f não 
é uma contração fraca e portanto não pertence a p(M). 


2) Se quisermos obter uma imersão isométrica de M no espaço 
Co(M; R) das funções reais contínuas limitadas, basta considerar a isome- 
tria E: Ca(M; R)—> C(M; R), definida por E() =j— a, e tomar y = 
=Foyp:M -— C(M;R) em vez de ø. Podemos ainda supor que œ não 
pertence a Y(M), -conforme a observação 1) acima, e então teremos 
yiz) = O para todo r Œ M. A vantagem de tomar y é que ClM;R) é 
um espaço vetorial (normado, completo) enquanto que G(M; R) nem sem- 
pre o é. 


3) Outra maneira de obter um completamento para o espaço métrico 
M consiste em imitar o processo de Cantor para definir os números reais 
a partir dos racionais. Considera-se o conjunto C(M) de tôdas as seguên- 
cias de Cauchy em M. Dadas z= (£a) e y = (yn) em C(M), tem-se 
ldltm, Ym) — dm Yn)| < dm, Zn) + d(ym Yn), cj. Ex. 1, item 7), Cap. II. 
Logo, (d(zmn, Yn)) é uma segiiência de Cauchy de números reais. Existe 
portanto lim d(%n, yn). Definindo-se d(x, y) = lim d&n, Yn), vê-se que d é 
uma pseudométrica em C(M). Pelo processo descrito no 84, Cap. I, obtém- 


se, a partir dessa pseudométrica, um espaço métrico M= C(M(=). A 


aplicação f : M — M, que associa a cada ponto z € M a classe de equiva- 
lência da seqüência de Cauchy constante (z, 2,...,%,...) é uma imersão 


isomŝtrica de M em M. Nota-se que cada x = (ta) E C(M) é limite da 


.. sequência (En) em C(M), onde E = (£n Zn...» Zn. --). Segue-se daf que 


HM) é denso em M e que, dada qualquer seqüência de Cauchy (tn) em M, 
(J(£n)) converge em M. Um lema de fácil demonstração assegura que, se 
um espaço métrico M possui um subconjunto denso S tal que tôda sequên- 
cia de Cauchy em S converge para um ponto de M“, então M é completo. 


Resulta, pois, que M é completo e EA , f) é um complemento de M. 


EXEMPLO 


18, Chama-se espaço de Banach a todo espaço vetorial normado e 
completo relativamente a essa norma. Os espaços euclidianos R” são es- 
paços de Banach em relação a qualquer das 3 normas usuais (mas “de Hil- 
bert” sômente em relação à norma |z| = VE (x)?). Todo espaço de 
Hilbert é, em particular, um espaço de Banach. O espaço B(X; E), das 
aplicações limitadas de um conjunto X num espaço de Banach E é um 
espaço de Banach. Também o espaço Co(M; E), das aplicações contínuas 
limitadas de um espaço métrico M num espaço de Banach E, é um espaço 
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de Banach. [Nestes dois exemplos, estamos considerando a norma “uni- 
forme” |f|= sup.lj(x)|.] Se um espaço vetorial normado E não é com- 
z A 


pleto, obtém-se um completamento p : E — E. Por simplicidade, identi- 
A A 


fica-se zE E com g(s) E E e assim EC E. Aplicando-se a Prop. 8, 
vê-se que as operações- de adição e multiplicação por um escalar estendem- 


se de modo único a Ë, que se torna assim um espaço vetorial. Também a 


norma de E se estende a È de modo único. Portanto, È é um espaço veto- 
rial normado completo, isto é, um espaço de Banach, que contém Æ como 
um subespaço denso. Os detalhes dêste processo podem ser encontrados 
nos livros de Análise Funcional. 


§ 6. Espaços de Baire 


Um subconjunto S de um espaço topológico X diz-se magro (em X) 
quando é uma reunião enumerável S= US, tal que, para cada n, 
int.(So) = 


Para que: S seja magro em X é necessário e suficiente que SC U Fa 
onde F4, Fa,..., Fn. . . são fechados com interior vazio em X. 


Ao adotar-se esta terminologia, a intenção é destacar uma classe de 
conjuntos que sejam, num certo sentido, insignificantes diante do espaço 
inteiro. A noção de conjunto magro desempenha, em Topologia, papel 
semelhante ao da noção de “conjunto de medida nula” em Análise. Por 
exemplo, as propriedades seguintes são imediatas: 


1.º) a reunião de uma família enumerável de subconjuntos magros em X 
é um subconjunto magro em X; 


2.) se S é magro em X eTc 8, então T é magro em X. Na terminologia 
clássica, diz-se conjunto de 1.º categoria, em vez de conjunto magro. 


EXEMPLOS 


19. Um ponto x, num espaço topológico X, tem interior não-vazio 
se, e sômente se, é um ponto isolado em X. Segue-se que todo conjunto 
enumerável S, num espaço de Hausdorff X sem pontos isolados, é um con- 
junto magro em X. Em particular, o conjunto Q dos números racionais 
é magro na reta. 


iy 
20. Um exemplo de conjunto magro não-enumerável é o seguinte 
no plano R?, seja S o conjunto dos pontos (x, y) em que pelo menos uma das 
coordenadas é racional. S é uma reunião enumerável de conjuntos fecha- 


ECCCCCCECCCECECCEECECCCCC CC 


E 
f 
; 


ts 
tus 
w 
w 


ccce 


23222. 


2:3-9-3:9-2-202-2-2.3.2.2.2.222.222.2.2:2.2.22.0.2.2.22. 


? 


.56 ESPAÇOS DE BAIRE 161 


dos com interior vazio em R?, a saber as retas que são paralelas a um dos 
eixos e cortam o outro eixo num ponto racional. 


21. O conjunto de Cantor é o que resta do intervalo [0, 1] depois da 
seguinte operação: retira-se primeiramente o têrço médio aberto (1/3, 2/3) 
do intervalo (0, 1]. Retira-se depois o têrço médio aberto de cada um dos 
intervalos restantes, [0, 1/3] e [2/3, 1]. Sobra então [0, 1/9] U [2/9, 1/3]4J 
U [2/8, 7/9] U [8/9, H. Em seguida, retira-se o têrço médio aberto de cada 
um dêsses intervalos e repete-se o processo indefinidamente. O conjunto 
K dos pontos não retirados é o conjunto de Cantor. K é um subconjunto 
fechado em [0, 1] (e, consegiientemente, fechado na reta), pois seu comple- 
mentar em [0, 1) é uma reunião de intervalos abertos. Além disso, é claro 
que K não contém nenhum intervalo, de modo que int.(K) = Ø e, por con- 
seguinte, K é um subconjunto magro da reta. Ao contrário dos dois exem- 
plos anteriores, K não é magro em si mesmo, isto é, não é possível escrever 
K = U Fẹ, onde cada F, é fechado em K e tem interior vazio em K. Isto 
resultará da Prop. 14. 


22. A fronteira de todo subconjunto aberto A de um espaço topoló- 
gico X é um subconjunto fechado com interior vazio e portanto magro 
em X. Com efeito, se x E fr.(A), tôda vizinhança de x contém pontos de 4. 
Sendo A aberto, AN fr.(4)= Ø. Logo, qualquer vizinhança de v 
contém pontos que não pertencem à fronteira de 4 e portanto fr.(4) tem 
interior vazio. Em consequência, a fronteira de um conjunto fechado 


também tem interior vazio e portanto é um conjunto magro. Com efeito, 
tem-se fr.(F) = fr(X — F). 


Chama-se espaço de Baire a um espaço topológico no qual todo sub- 
conjunto magro tem interior vazio. 

É nos espaços de Baire que os subconjuntos magros são, de fato, insig- 
nificantes. 


Para que um espaço topológico X seja um espaço de Baire é neces- 
sário e suficiente que tôda reunião enumerável T = U Fa de subconjuntos 


* fechados com interior vazio seja um conjunto com interior vazio em X. 


Enunciando a sentença acima em têrmos dos complementares A, = 
= X — F, obtemos o seguinte critério: 


Para que um espaço topológico X seja um espaço de Baire é necessário. 
e suficiente que tóda interseção S= N A, de uma família enumerável de 
abertos A, densos em X seja um subconjunto denso em X. 


Com efeito, um conjunto F tem interior vazio se, e sômente se, X — F 
é denso. 
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Proposição 11 — Todo subconjunto aberto A de um espaço de Baire X 
é um espaço de Baire. 


Demonstração: Devemos mostrar que a interseção S = f} A, de uma 
família enumerável de subconjuntos 4, C 4, abertos e densos em A, é um 
subconjunto denso em A. Seja B, = AU (X — Â), n=1,2,3,... 
Como A é aberto em X, cada 4, é aberto em X e portanto cada B, também. 
Além disso, os B, são densos em X. Com efeito, temos X = A U fr(A)U 
U (X — å). Seja z € X um ponto arbitrário e seja U um aberto arbi- 
trário de X contendo o ponto z. Se rE 4 então UNA é um aberto 
não-vazio de 4, donde UN A, = (U N 4A) N 4, = Ø pois 4, é denso em 
A. Se rE fr(A) então UNA = pela definição de fronteira e daí 
UN 4,7, pelo mesmo motivo acima. Finalmente, se v E X -å 
então UN(X- A) xØ, evidentemente Em qualquer hipótese 
UNB Ø, comprovando que B, é denso em X. Sendo X um espaço de 
Baire, T = N B, é um subconjunto denso de X. Como A é aberto, TA A 
é denso em A. Mas T= (N 4,) U (X - 5) = SU (X — 4), logo, 
TAN A = S, e assim S é denso em 4, como deveríamos demonstrar. 


Proposição 12 — Se todo ponto x E X possui uma vizinhança que é 
um espaço de Baire, então X é um espaço de Baire. 


Demonstração: Seja S = N Án a interseção de uma família enumerá- 
vel de abertos 4,, densos em X. Mostremos que S é denso em X. Para 
isso, tomemos um ponto arbitrário z Œ X e um aberto arbitrário U D 2, 
e mostremos que UN S Ø. Ora, z possui uma vizinhança V que é 
um espaço de Baire. Seja W aberto em X, tal que «zE WC UNV. 
Pela Prop. 11, W é um espaço de Baire. Os conjuntos An N W são abertos 
e densos em W. Logo, N(An N W) é denso em W. Mas N (4, N W) = 
=(NA)NW=S8NWCSNUV. Assim, SM U não é- vazio e a de- 
monstração está concluída. 


Proposição 13 — O complementar de um subconjunto magro de um es- 
paço de Baire é um espaço de Baire. Equivalentemente: a interseção de uma 
família enumerável de abertos densos num espaço de Baire é um espaço de Barre. 


Demonstração: Seja S = N An, onde os A, são abertos densos num 
espaço de Baire X. Para provar que S é um espaço de Baire, seja (Ba) uma 
família enumerável de abertos densos em S. Para cada n E N, Ba = SN BW, 
onde B,’ é aberto em X. Além disso, sendo X um espaço de Baire, S é 
denso em X, donde cada B, é denso em X. Com maior razão, B„’ é denso 
em X para n= 1,2,3,...: Seja (Ca) a família enumerável de abertos 
densos em X, definida por Cm = An, Com = Br’, ou seja, (Cn) = (By, Ay, 
Bx, As,...). Então, N Ca é denso em X. Mas N Cr = (N A) N (O Bi) = 
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= SN (N B) = N (S N Bx’). Em particular, N Ba é denso em S, como 
deveríamos demonstrar. 


Proposição 14 — (“Teorema de Baire”) Todo espaço métrico completo 
é um espaço de Baire. 


Demonstração: Seja M um espaço métrico completo. Dada uma fa- 


. mília enumerável (As, 42,..., An...) de abertos densos em M, provemos 


que S = M An é denso em M. Devemos mostrar que uma bola aberta 
arbitrária B, em M contém algum ponto de S. Ora, como A, é aberto e 
denso, B, N A, é aberto e não-vazio, donde contém uma bola B», a qual 
podemos escolher tão pequena que seu raio não exceda 1/2 e seu fecho es- 
teja contido em B, N Ai. Por sua vez, A; sendo aberto e denso, Bz N As 
é aberto e não-vazio. Logo, podemos obter uma bola aberta Bs, de raio 
inferior a 1/3, tal que Bs C Bs MN 42. Prosseguindo anàlogamente, obte- 
mos uma segiiência BD B:D ...D BD... com Ben C BaN An è 
Br) —0. Para cada n, escolhamos um ponto zn E Br. A sequência (zn) 
assim obtida é de Cauchy (vide Prop. 1). Como M é completo, existe z = 
= lima E M. Afirmamos que x € B, para todo n. Com efeito, dado 
PEN arbitrário, temos ta E B, para todo n > p. Como B, é fechado, 
segue-se que z = lim ta E Bp, seja qual fôr p E€ N. Em virtude da rela- 
ção Bn+i C Ba N An, vemos que z E By e que x E An para todo n, isto é, 
z E B, NS, como devíamos demonstrar. 


Osservação — Ser um espaço de Baire é uma propriedade topológica, 
logo, a proposição acima significa que todo espaço topológico homeomorfo 
a um espaço métrico completo é um espaço de Baire. 


EXEMPLOS 


23. Resulta do Teorema de Baire que todo espaço métrico completo M. 
contendo apenas uma quantidade enumerável de pontos deve possuir um 
ponto isolado. Do contrário M seria magro em si mesmo (Ex. 19) e, pelo 
Teorema de Baire, int.(M) = Ø, o que é absurdo. Na realidade, M deve 
possuir uma infinidade de pontos isolados pois se zı E M é isolado, M — (x) 


. é fechado em M e portanto é um espaço métrico enumerável. Logo, existe 


um ponto isolado z: € M — (x), e assim por diante. Em particular, 
todo subconjunto fechado enumerável do espaço euclidiano R” possui uma 
infinidade de pontos isolados. (Para uma informação mais precisa, vide 
Ex. 26.) Ainda em consegiiência, a topologia natural do conjunto Q dos 
números racionais não pode ser definida por uma métrica em relação à 
qual Q seja completo. O Teorema de Baire proporciona também uma de- 
monstração de que o conjunto dos números reais não é enumerável, por ser 
um espaço métrico completo sem pontos isolados. 
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24. O conjunto de Cantor K (vide Ex. 21) é um subespaço fechado da 
reta, logo, é um espaço métrico completo e portanto um espaço de Baire. 
Mostraremos agora que K não possui pontos isolados e, em consegiiência, 
concluiremos que K não é enumerável. Inicialmente observamos que se, 
numa das etapas da construção de K, o intervalo (a,b) é um dos terços 
médios omitidos, os seus extremos a, b nunca mais serão omitidos e portanto 
pertencem a K. Com efeito, em qualquer etapa sômênte são retirados 
pontos interiores dos intervalos que sobraram da etapa anterior. Consi- 
deremos, por exemplo, o extremo a de um têrço médio omitido (a, b). Em- 
bora exista um intervalo semi-aberto [a, b) tal que [a,b) Ñ K = (a), qual- 
quer intervalo (a — e, a] contém infinitos pontos de K. Com efeito, na 
ocasião em que (a,b) foi omitido, restou um certo intervalo [c, a). Nas 
etapas posteriores da construção de K, restarão sempre terços finais de 
intervalo, do tipo [cn, a], com cn E K, como observamos acima. O compri- 
mento c, — a tende para 0, logo, Cn — a e assim a não é ponto isolado de K. 
Suponhamos, em seguida, que z E K não seja extremo de um intervalo 
omitido durante a construção de K. (Não sabemos, a esta altura, se tais 
pontos existem realmente em K. Entretanto, como foi omitida apenas 
uma infinidade enumerável de intervalos, os pontos extremos de intervalos 
omitidos formam um subconjunto enumerável de K. Resultará então 
desta discussão que os demais pontos, não sômente existem, como formam 
um conjunto não enumerável, e mesmo um espaço de Baire.) Afirmamos 
que, dado qualquer e > 0, existem pontos de K em ambos os intervalos 
(x — €, x) e (x, x + e). Tomemos (z,.4 + €), por exemplo. Se (z, x + €) N K 
fôsse vazio, então o intervalo (x, v + €) teria sido omitido durante a cons- 
trução de K. Na primeira vez em que uma parte de (x, x + €) fôsse 
omitida, nada mais restaria dêsse intervalo pois os extremos do intervalo 
omitido pertenceriam a K e portanto não seriam omitidos em etapas pos- 
teriores. Como z permaneceu, segue-se que o intervalo omitido foi do tipo 
(x, b). Mas isto contradiz a hipótese feita sôbre x e portanto a discussão 
está encerrada. i 


25. O conjunto dos números irracionais é um espaço de Baire, em 
virtude da Prop. 13, pois é o complementar do conjunto magro Q na reta. 
Por outro lado, não pode existir uma seqüência de abertos An C R tais 
que N An = Q (isto é, Q não é um conjunto do tipo 45) pois tais An seriam 
necessàriamente densos em R e Q seria um espaço de Baire, ainda devido 
à Prop. 13. 


26. Segue-se imediatamente da definição que se X é um espaço de 
Baire e X = U Fn onde cada F, é fechado em X, então pelo menos um dos 
Fa contém um aberto não-vazio. [Isto é, int.(Fn) £ para algum n.l 


A Prop. 11 nos permite afirmar, mais exatamente, que se X = U F, onde 
e 
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cada F, é fechado então 4 = U int.(F,) é um aberto denso em X. Com 
efeito, seja U um aberto não-vazio qualquer em X. Temos U =U (U N Fa) 
onde cada U Q Fr é fechado em U. Sendo U um espaço de Baire, existirá 
algum n tal que int.(U D Fa) = U N int.(Fa) =. Isto mostra que 
U N (U int.(Fn)) = Ø, donde U int. (Fa) é denso em X. Completando 
o Ex. 23, podemos então acrescentar que todo espaço de Baire enumerável 
possui um subconjunto discreto denso. 


O Teorema de Baire possui numerosas e importantes aplicações em 
Análise e em Topologia. Aqui nos limitaremos à proposição seguinte. 
Para interessantes aplicações do Teorema de Baire à Teoria das funções 
reais, vide R. P. Boas, “A Primer of Real Functions” (Carus Monographs). 


Proposição 15 — Dados os espaços métricos M e N, sendo M completo, 
e uma segiiência de aplicações continuas fa: M — N, convergindo simples- 
mente para uma aplicação f : M -> N, o conjunto dos pontos de descontinui- 
dade de f é magro em M. 


Demonstração: Para k, p inteiros arbitrários, ponhamos: 
Frp = {£ E M; mx), Inlx)) < 1/k, quaisquer que sejam m, nZ p}. 


Fazendo m —> œ, vemos que x E Frp implica d(f(x), jn(x)) < 1/k, para todo 
n> p. Como as fn são contínuas, todos os conjuntos Fep são fechados em 
M. Além disso, para todo k inteiro, tem-se M = U Fio. Com efeito, para 
xE M qualquer, falz) — f(x), logo, (fn(x)) é uma seqüência de Cauchy em N 
e portanto existe p tal que m, n > p implica d(fn(x), fa(x)) < 1/k. Mas isto 
significa que x € Fpp, O que comprova a afirmação feita. Em virtude do 
Ex. 26, segue-se que, pondo Ag = U int.(Fņp), os conjuntos Ap são aber- 
tos e densos em M. Seja S.= EIA “A proposição ficará demonstrada 
se provarmos que f:M —»N é contínua em todo ponto xo E S. Para 
isto, seja € > O dado. Tomemos k inteiro tal que 3/k < e. Como zo E Ar, 
existe p tal que xo E int.(Fkp). Seja ê> 0 tal que d(z, xo) < ô implica 
ZE Frp e dx), folxo)) < 1/k. Então, d(z, zo) < ô implica d(f(x), J(x9) < 
< do), falo) + dom), Jolmo)) + dG), xo) < 1k + 1k + 1k < e, 


donde se conclui a continuidade de f no ponto zo. 


§ 7. O Método das Aproximações Sucessivas 


Suponhamos que se deseja resolver uma equação do tipo f(x) = b, onde 


J é contínua. O método das aproximações sucessivas opera da maneira 


seguinte. Em primeiro lugar, introduz-se a nova função (x) = J(x) + 
+ z—b, fazendo assim com que a equação original seja equivalente a 
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p(z) = x. Para obter uma solução desta nova equação, toma-se um valor 
arbitrário zo e põe-se, sucessivamente, 71 = (To), T2 = (z1) ... Se a se- 
qiiência (zm) convergir, então z = lim x, será uma solução de (x) = z pois 
elz) = (lim Ta) = lim (x) = lim zm = lim mm = z. Em consegiência, 
= lim x, será uma solução da equação f(z) = b. 

A discussão acima foi deliberadamente vaga, não deixando explícito 
o domínio nem o contradomínio de f. Para substituir a equação f(x) = b 
por «(z) = x é necessário saber somar e subtrair elementos nesses conjuntos 
e, além disso, que z e f(x) pertençam ao mesmo espaço. Passamos agora 
a um tratamento sistemático, baseado no “Teorema do ponto fixo para 
contrações”, devido a S. Banach (Prop. 16). 


Lembramos que f :M — N chama-se uma contração quando M, N são 
espaços métricos e existe um número real k,0 < k < 1, tal que d(f(2), f(y)) < 
< k - d(z,y) quaisquer que sejam z, y E M. 

Tôda contração é uma aplicação uniformemente contínua. 

Dada uma aplicação f : M — M, de M em si mesmo, um ponto z E M 
chama-se um ponto fixo de f quando f(x) = z. 

Por exemplo, todo ponto z E M é fixo relativamente à aplicação iden- 
tidade. No espaço R”, 0 é o único ponto fixo da aplicação x -—> —x. Se 
a =Æ 0, a aplicação z — « + a, de R” em si mesmo, não possui pontos fixos. 

Dada f: M — M, escreveremos jx) = Í((x)), Fa) = JS) ete. 


Proposição 16 — Tôda contração f : M — M , de um espaço métrico com- 
pleto M, possui um único ponto fixo. Dado qualquer ponto xo E M, a se- 
güência j(xo), f?(x0),. . ., 1"(x0),. . . converge para o ponto fizo de f. É 


Demonstração: Tomado arbitrariamente xo E M, ponhamos tn = J"(xo). 


Mostraremos que (Tn) é uma segiiência de Cauchy. De fato, tem-se 
d(x), JU) < k - dlx,y) e daí dz Lar) = dP(xo), (xi) < K” dlto, z1). 
Por conseguinte: 


d(xa, nto) < d(zn, Tata) +... + Alanto, Trip) < 
< (her +.. -+ k") - d(xo, 21) = 
= k"(1 + k +... + kP) - diz, £i) < 


- d(xo, z1). 


2 k 

I= 
Quando n> œ, k” tende para zero e portanto o diâmetro do conjunto 
Xn = (Za Tm- . -} tende para zero. Pela Prop. 1, (za) é uma segiiência 
de Cauchy. Cdmo M é completo, existe x = lim Ta, z & M. Tem-se 
Hx) = Jim ta) = lim f(x) = lim Ze = z, isto é, z é um ponto fixo de f. 
Resta provar que é o único. Ora, se f(z) = x e f(y) = y então, d(x, y) = 
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= d(j(2), JW) < k - dæ, y) e daí (k— Dd(z,y)> 0. Como k-1<0 
segue-se que d(z, y) = 0, ou seja, z = y. 


Osservação — Fazendo p— o na desigualdade d(za, tmp) < 
< [kºj(1 — k)] - d(xo, z1), obtemos d(z,, 2) < [k"/(1— k)] - dlxo, 71), O que for- 
nece um limite superior do êrro cometido ao se tomar a n-ésima aproxima- 
ção Zn em lugar da solução exata x. Esta observação tem interêsse em Cál- 
culo Numérico. 


EXEMPLO = 


27. Seja f uma função real de variável real que possui em todos os 


pontos z € R uma derivada f'(x) satisfazendo à condição |f'(æ)| < k <a, 
onde k é uma constante. Então, o gráfico de f corta a diagonal y = 4 exa- 


tamente num ponto (z, z) = lim (£n, Zn) onde Tn = J(xo) e x E R é to- 
mado arbitririamente. Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio (Cálculo), 
Hx) — Fw] < klz— y|, logo f:R—R é uma contração. Sendo R 
completo, a Prop. 16 se aplica. 


Proposição 17 — Seja A um subconjunto aberto do espaço euclidiano 
R”. Seja j : A — R” uma aplicação da forma f(z) = x + p(x), onde p:A — R” 
é uma contração. Então, f é um homeomorfismo. de A sôbre um subconjunto 
aberto de R”. 


Demonstração: Evidentemente, f é uma aplicação contínua de A sôbre 
J(A). Além disso, dados x,y E A, tem-se z— y = f(x) — fly) + lx) — 
— ply) e portanto |z- y| < |fx) — I] + lp) — pa) < ie- 
— Hwl +k!z— yj. Segue-se que !f(z) — J)! (1— k)|z — yl]. Isto 
mostra que f é biunívoca e que a aplicação inversa f? : f(A) — A satisfaz à 
condição de Lipschitz |f!(2) — f(w)| < (1 — kJi|z— w|, donde j é 
(uniformemente) contínua. Conclui-se pois que f é um homeomorfismo 
de A sôbre f(A). Resta apenas mostrar que f(A) é aberto em R”. Seja 
então b = f(a) E JA). Como A é aberto, existe r > 0 tal que a bola fe- 
chada D = D(a;r), de centro a e raio r, está contida em A. Afirmamos 
que |y — b| < (1 — kr implica y E (4) e isto mostrará-que f(A) é aberto. 
Devemos então achar uma solução z E A, para a equação f(z) = y, sabendo 
que d(y, J(a)) < (1 — kr. Isto equivale a obter um ponto fixo x E A para 
a contração E : A — R", definida por (z) = y — y(z). Como a bola 
fechada D = D(a;r) é um espaço métrico completo, basta demonstrar que 
E(D) CD. A contração £,|D : D — D terá um ponto fixo, pela Prop. 16. 
Seja então z E D, isto é, |z — a| < r. Devemos provar que |£(x) —a| < r. 
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Ora, lembrando que b = a + g(a), temos: 


- l&@) -al = iv-e) -al < ly-g0) -a]l + elo) e] < |y-d| + 
+ kļlz—al < (1—k)}r +kr=r 


como queríamos demonstrar. 


“OpsarvaçõEs — 1) A aplicação f da Prop. 17 é, na realidade, um ho- 
meomorfismo uniforme de A sôbre j(4). 

2) A demonstração mostra que se a bola fechada D(a;r) está contida 

—em 4 então a bola B(J(a); (1 — k)r) está contida em HA). Em particular, 
se 4 = R”, J(A) = R” e portanto f será um homeomorfismo uniforme de 
R” sôbre si mesmo. 

3) A demonstração dada mostra que a Prop. 17 e as duas observações 
anteriores continuam válidas se, em vez do espaço euclidiano R”, tivermos 
um espaço de Banach E arbitrário (isto é, um espaço vetorial normado 
completo E). ' á 


EXEMPLOS 


28. Seja y :R — R uma função que possui, em todos os pontos z E R, 
uma derivada satisfazendo à condição |'(x)]< k, onde k é uma constante, 
O<k<h1 Então a função f:R— R, definida por f(z) = x + (z), é 
um homeomorfismo de R sôbre R. Anãlogamente, dada q : R” — R", se 
tôdas as derivadas parciais 96/07” são uniformemente limitadas por uma 
constante k, O<k<1/n em R”, (onde (x) = (pi(x),..., P"(x))), então 
J :R”—> R”, definida por. j(x) = x + p(z), é um homeomorfismo de R” 
sôbre si mesmo. Com efeito, o teorema do valor médio dá |p(s + h) — 
— plo) < njh|: máx. f|dp(x)/0x'|;à, j=1,2,...,n) ou seja lo(x + h)— 
— g(z)| <k> |A| e portanto q é uma contração. (Observação: Para 
obter o teorema do valor médio sob está forma, deve-se tomar em R” a 
norma |x| = máx.t|x!|,..., |2º).) 

29. Seja E um espaço de Banach. O conjunto L(E) de tôdas as apli- 
cações lineares contínuas f: E —»E é evidentemente um espaço vetorial 
relativamente às operações naturais f + g e Af. Introduz-se uma norma em 
R(E) pondo |f| = inf.{m E R; |J@)| < m|z| para todo z E E). Isto é 
equivalente a pôr |f| = sup. {if(z)|; |z| = 1). Indiquemos com e : E — E 
a aplicação identidade. A Prop. 17 mostra que, dada f E R(E), com|f|< 1, 
e + f é um homeomorfismo de E sôbre E e portanto uma aplicação linear 
invertível. Isto mostra que a bola aberta de raio 1 e centro e em (E) con- 
siste inteiramente de aplicações lineares invertíveis. Em particular, se 
T = (aj) é uma matriz real n X n tal que todos os elementos da matriz 
T — I (onde 7 é a matriz identidade n X n) são, em valor absoluto, infe- 
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riores a 1/n, então o sistema de equações lineares 


atr! + adr? + ... + aalr” = b! 
ax + arr? +... + aR? =b? 


ali Ferm pa 

tem solução única z = (xt,..., z”), sejam quais forem b!,..., b” reais. Com 
efeito, tomando em R” a norma |z| = máx.(|z!|,...,|x"|), isto induz no 
espaço Y(R”), das aplicações lineares de R” em si mesmo, uma norma segun- 
do a qual, se T = (a), |T] < n - máx.{ļa; |; i,j = 1, 2,..., n}. Assim, a 
transformação linear, dada pela matriz T, escreve-se T=I + (T-I) com 
|T — I| < 1 e portanto T é um homeomorfismo de R” sôbre si mesmo, o 
que significa que a equação T(x) = b tem sempre solução única x, seja qual 
fôr b = (b!,..., b") E R”. 

O método das aproximações sucessivas tem duas das suas mais im- 
portantes aplicações na demonstração do Teorema da Função Inversa (ou, 
equivalentemente, no Teorema das Funções Implícitas) e no Teorema de 
Existência e Unicidade de soluções de um sistema de equações diferenciais 
ordinárias. (Vide [Lang].) 


$8. Exercícios 


1. Seja M um espaço métrico. No espaço $(N; M) das segiiências limitadas em M, 
o subconjunto C das segiiências de Cauchy é Tethado. Segue-se que, se M fôr completo, 
o conjunto das seqüências convergentes é fechado em P(X; M). Se E fôr um espaço 
BN; E). 

2. Seja Za, uma série convergente de números reais positivos. Dada uma seqüên 
cia (Tn) num espaço métrico M, se d(£n, Zn+1) É an para todo n E N então (zn) é uma 
segiiência de Cauchy. 

3. Introduzir no espaço R” uma métrica limitada, completa, induzindo em cada 
bola de raio 1 a métrica usual. 


4. Provar as seguintes afirmações: 

a) fr4S) = X = S denso em X. 

b) S, T densos em X = SU T denso em X mas não implica S$ N T denso em X 

c) S denso em X, T denso em Y= S XT denso em X X Y. 

d) S denso em X, 4 aberto em X = 8 N A denso em 4. 

e) S denso em X, SC T C X => S denso em T e T denso em X. 

J) Seint. S, ou 8, ou fr(S) é denso em X então S é denso em X. 

9) S denso em X, S conexo = X conexo. 

h) Seja X um espaço El. Um subconjunto S C X é denso em X se, e sômente se, 
todo ponto z E X é limite de uma segiiência de pontos de S. 

) X — fx) é denso em X <> x não é isolado em X. 

jJ) No espaço X do Exerc. 15 do Cap. IH, o subespaço X — {9} é denso em X 
mas Q não é limite de uma sequência de pontos de X — (9); 
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k) O conjunto dos números racionais da forma m/2*, m,n E Z, (números diádicos) 
é denso na reta. 

5. Sejam D” = {z € R”; |r] S1} e S% = {z G R”; je] = 1}. As seguintes 
afirmações são equivalentes: a) Tôda aplicação contínua f:D —»D possui um ponto 
fixo. b) Não existe uma retração r : D” — St! [isto é, uma aplicação contínua tal que 
r(z) = z para todo z E ST!) Para verificar que b) = a), suponha que j:D? > D” 
é contínua, com J(x) = x para todo x E D”, e defina r; D” — S"-! pondo r(x) = inter- 
seção da semi-reta Jez com a esfera Sl. A veracidade de a) constitui o Teorema do 
Ponto Fixo de Brouwer. (Vide Hurewicz e Walman, “Dimension Theory”, Pág. 40.) 


6. No espaço de Hilbert H, das seqüências de quadrado somável, consideremos a 
bola unitária D = {z E H; |z| <1}. A aplicação f:D-D, definida por f(z) = 
= Jtn 2a...) = (V1 -= lz|?, 2y Z2...) é contínua e não possui pontos fixos. Con- 
cluir a existência de uma retração r:D > S, onde § = {z E H; |z| = 1). 


7. Sejam S denso no espaço topológico X, e Y um espaço de Hausdorff. Uma 
aplicação contínua f:S—»Y possui no máximo uma extensão contínua f: X >Y. A 
hipótese sôbre Y é indispensável. 


8. Dado SC X, uma retração r: X >S é simplesmente uma extensão contínua 
da aplicação identidade 7:58 »S. Obtenha extensões contínuas r: X —> S da aplica- 
ção identidade 7 : S — S nos seguintes casos: a) X = R” — {0}, S = Sl; )X=IXI, 
S = (0X DU (IX {0U {1} xD. 


9. Sejam H o espaço de Hilbert das sequências de quadrado somável. O sub- 
conjunto Ho formado pelas segiiências x = (z71,..., Tn, 0,0,...) com apenas um número 
finito de coordenadas não nulas é um subespaço vetorial. Os vetores e = (1,0, 0,...), 
ez =(0,1,0,...) ez = (0,0, 1,...) etc. formam uma base de Ho. O subespaço Ho é 
denso em H. 'Tôda aplicação linear contínua f : Ho — E, de Ho num espaço vetorial 
normado completo (“Espaço de Banach”) E estende-se de modo único a uma aplicação 
linear contínua f:H >E. 


10. Com a notação do exercício anterior, a função f:Ho — R, definida por 
{£u -> 2n 0,0,...) = £1 +20 +...+ nam é linear e descontínua. De acôrdo com 
a Álgebra Linear, é possível estender f linearmente a todo o espaço H (de várias maneiras 
distintas) e obter assim funcionais lineares descontínuos f : H > R. 

ll. Para cada n E N construa uma função real contínua qn: R > R tal que nlf) = 1 
para algum ponto t €E R e prli) = O exceto se ln + 1) St< In. Defina f:[0,H]) — H 
(notação do Exerc. 9) pondo f(t) = (y(t), est)... ). Mostre que f é descontínua no 
ponto 0, embora cada uma das suas coordenadas seja contínua. 

12. Um espaço métrico M é completo se, e sômente se, para tôda imersão isométrica 

UM — N, KM) é fechado em N. . 

13. Sejam M, N espaços métricos e f: M > N uma dilatação, isto é, existe uma 
constante k > 1 tal que d(f(x),H(y)) > k - d(z,y) para quaisquer x,y E M. Se f fôr 
contínua e M fôr completo, então f é uma aplicação fechada. Eca 

l4. Não existe uma função real f : [0,1] —>R cujos pontos de continuidade sejam 
precisamente os números racionais do intervalo [0, 1]. 

15. Dados a < b, existe alguma função contínua f:[a,b] > R que assume valôres 
racionais para todo £ € [a, b} irracional e, para todo z € [a, b] racional, f(x) é irracional? 

16. Dados quaisquer pontos z, y no conjunto de Cantor K, existe um homeomor- 
fismo h: K > K tal que h(z) = y. 
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17. Seja X um espaço de Baire regular, conexo e localmente conexo, X não pode 
ser escrito como reunião enumerável X = U Fa de subconjuntos fechados Fa, dois a dois 
disjuntos, exceto no caso trivial em que um dos Fp é igual a F e os demais são vazios, 

18. Sejam U C R” um conjunto aberto e f : U — R” uma aplicação da forma f(z) = 
= T . z + (x), onde T : R” — R” é uma aplicação linear invertível e p:U — R” é tal 
que jølz) — ply)| Skiz — yl, onde k < 1/|T-]. Então, j é um homeomorfismo de U 
sôbre um aberto do R”. (Êste resultado é a parte crucial do Teorema da Função Inversa.) 


19. Seja M um espaço métrico completo e /:M —M uma aplicação tal que 


JP=fofo... oj (p vêzes) é uma contração. Então, f tem um único ponto fixo. 


20. Sejam M um espaço métrico completo, T um espaço topológico e (J) E 7 uma 
família de aplicações jz: M — M. Suponhamos que f; dependa continuamente do pa- 
râmetro ¿ no sentido fraco seguinte: para cada x E M a aplicação t —»f(z), de Tem M, 
é contínua. Suponhamos ainda que cada f; é uma contração com d(J(z), 1(y)) < kd(z, yh 
“onde O < k < 1, k independente de £. Nestas condições, cada ft possui um único ponto 
fixo ar. A aplicaçãop:T — M definida por p(t) = a é contínua. 

22. Sejam E,F espaços vetoriais normados e &(£; F) o conjunto das aplicações 
lineares contínuas de E em F. S(E;F) é um espaço vetorial, no qual consideraremos a 
norma |f| = sup.flix); lx) = 1, zE E) = imf(k>0;|f. x] <klzl, para todo 
2 E EJ. Uma segiência de aplicações lineares contínuas fn:E —>F converge para 
J E ME; F) segundo esta norma se, e sômente se, fa —>f uniformemente em cada parte 
limitada de E. Se F fôr completo, então ME; F) é completo. 

22. Veja no livro “A Primer of Real Functions”, por R. Boas, (“Carus Mathematics 
Monographs”) exemplos de conjunto magro que não é de medida nula 'e conjunto de 
medida nula que não é magro. Observe que todo conjunto que é reunião enumerável 
-de fechados de medida nula é magro. 


23. A fim de que um espaço métrico M seja completo, é necessário e suficiente que 
tôda sequência decrescente Fı DF,D... DFD... de subconjuntos fechados não- 
-vazios de M, tais que XF,) — 0, tenha interseção N Fn igual a um ponto de M. Na reta, 


a segiência de conjuntos fechados Fn = [n, œ) é decrescente, mas NF; = Ø porque” 


não se tem (Fp) > 0. 

24. Seja H o espaço de Hilbert das segiiências de quadrado somável. A aplicação 
linear T : H — H, com T(z1, Z2... Tn...) = (£1, 2972, -.., Enl, . .-) é contínua e biunt 
voca, mas não é sôbre H. 

25. Sejam X um espaço topológico, M um espaço métrico completo, A um subcon- 
junto de X, j: A — M uma aplicação e a E A. Para que exista o limite diras Tx) é ne- 


cessário e suficiente que, para cada € > O exista uma vizinhança V de a tal quo z,y EV 
implica &(f(æ), f(y)) < e. (“Critério de Cauchy”.) 

26. Integral de Riemann. Seja Ñ o espaço das funções limitadas f :!a, b] > R, 
com a métrica da convergência uniforme. Uma função f E $ diz-se simples quando 
existem números t, com «a = fo <i <... < bn = b tais que f é constante em cada in- 
tervalo [t;, ti+1). Seja © o subespaço vetorial de Y formado pelas funções simples. De- 
fine-se uma função linear 1 : © — R pondo I(7) = Zetm — tli) se f fôr constante no in~ 
tervalo [t tm). Observe que |I(J)| < |j| (b — a), de modo que Z é uniformemente 
contínua. Concluir a existência de uma única função linear contínua J : © >R que 
estende I. Escreve-se J(f) = J2 jiz)dz. Mostre que se f :[a, b} — R fôr uniformemen- 


te contínua, então f E ©. (Resultará da Prop. 15 do Cap. VII que tôda função continua 
:[a, b] > R pertence a ©. Vide também o Exerc. 25 do Cap. VIL) 


Espaços Compactos 
Capítulo VII 


$1. Introdução 


A proposição seguinte desempenha um papel fundamental no desenvol- 
vimento da Análise Clássica. 


TEOREMA DE BOLZANO-WeEIERSTRASS — Todo conjunto infinito e limi- 
tado de números reais possui um ponto de acumulação. 


Demonstração: Seja. X C R um conjunto infinito e limitado. De- 
finamos Y = {y € R; existem infinitos pontos de X à direita de y}. Y é 
não-vazio e limitado superiormente. Na realidade, se yE Y ey <y 
então y’ E Y, donde Y é um intervalo, da forma Y=(-v,a) ou 
da forma Y = (—œ,a], onde a = sup. Y. Seja qual fôr o caso, afir- 
mamos que «a é um ponto de acumulação de X. Com efeito, dado e > O 
arbitrâriamente, a— e € Y, logo, existem infinitos pontos. t E X com 
a-e< x. Por outro lado, a + e Œ Y, donde existe apenas um número 
finito de pontos r€ X com ate<x. Segue-se que o intervalo 
(a— e a + €) contém infinitos pontos de X, como queríamos demonstrar. 


O Teorema de Bolzano-Weierstrass pode ser equivalentemente for- 
mulado assim: se M é um conjunto limitado e fechado da reta, então, no 
espaço métrico M, todo conjunto infinito possui um ponto de acumulação. 


Outra proposição básica, de crucial importância em Análise, é o 


TEOREMA DE BoREL-LEBESGUE — Seja (Dah EL uma família de inter- 
valos abertos In tal que todo ponto do intervalo fechado la, b} pertence a um dos 


In, isto é, [a,b] C U Ja. Nestas condições, é possível escolher um número 
AGL 


finito de intervalos I de tal forma que [a, b] C In U -..U Inpe 
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Demonstração: Seja X o conjunto dos pontos x E [a,b] tais que o 
intervalo [a, z] pode ser coberto por uma reunião finita dos Ja, isto é, 
las] C I, U -U Ip Evidentemente, a& X e dado zEX, 
a< ax < zx implica z’ E X, logo, X é um intervalo, da forma [a, c} ou da 
forma [a, c], onde c = sup. X. Afirmamos que c € X, donde X = [a, cl. 
Com efeito, c pertence a um certo intervalo Iw- Escolhamos arbitrària- 
mente um ponto z E ly, com a<z<c Tem-se «EX e portanto 
la, 2] C D U...U Jay. Seguése que [a, dC 1, U.. -U MU Ip donde 
cE X. Se fôsse c< b, existiria € > O suficientemente pequeno para que 
cte<belgc+eJC In Então seria [a,c +9] C hU. UDU 


T U Zn e portanto c + € € X, uma contradição. Logo, c =b e X = [a,b), 


o que demonstra o teorema. 


O Teorema de Borel-Lebesgue, enunciado acima em sua forma original, 
continua válido se, em vez de uma família de intervalos, tomarmos uma 
família (UwagL de subconjuntos abertos da reta, com [a,b] C U Un. 
Com efeito, cada ponto x € [a, b] pertence a um aberto Uh, donde podemos 
obter um intervalo aberto Iz tal que zE 1. C U. Da família (To)zEto,d) 
extraímos uma coleção finita tal que [a, b] C 1, U ...U Iz, de acôrdo 
com o Teorema. Mas, para cada Tx, existe um Ux, com Ia; C Ux, 
j=1,...,n. Segue-se que [a,b] C UU ...U Us, como queríamos 
demonstrar. 


Outra maneira equivalente de enunciar o Teorema de Borel-Lebesgue 
é a seguinte: : . 


Seja M um subconjunto limitado e fechado da reta. Seja (Ur) eL 
uma família de subconjuntos abertos da reta tais que M C U Un. É possível 
escolher um número finito dos Ux de forma que M C Ux VU... U Ux. 


Com efeito, sendo M limitado, existe um intervalo [a, b] contendo M. 
E sendo M fechado, U = R — M é aberto. Os abertos Ux, A E L, jun- 
tamente com U, são tais que [1,5] C (U Ua) U U. Existe, portanto, uma 
coleção finita com fa, b] C UU... U Un U U. Mas nenhum ponto 
de M está contido em U. Logo, MC Un U ...U Ux, como queríamos 
demonstrar. - 

Estudaremos neste capítulo os espaços métricos M nos quais é válida 
a propriedade de Bolzano-Weierstrass: todo conjunto infinito em M possui 
um ponto de acumulação. Mostraremos que tal propriedade é equivalente 
à de Borel-Lebesque: de tôda família cuja reunião é M pode extrair-se uma 
subfamília finita cuja reunião é ainda M. 

Para espaços topológicos não metrizáveis, a equivalência entre as pro- 
priedades de Bolzano-Weierstrass e Borel-Lebesgue não se mantém. A 
segunda implica a primeira, mas não vice-versa. A experiência mostrou 
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que a propriedade de Borel-Lebesgue é a mais útil das duas, no caso geral. 
Por isso a escolheremos para definir espaços compactos. 

Algumas das propriedades básicas dos espaços métricos compactos 
são válidas para espaços compactos quaisquer, sem que a demonstração 
no caso geral seja mais trabalhosa. No parágrafo seguinte, estabelecere- 
mos essas propriedades gerais dos espaços compactos. Por outro lado, 
existem propriedades especiais dos espaços metrizáveis que não valem ou 
não fazem sentido, no caso geral. Estas serão destacadas em alguns dos 
parágrafos posteriores. 


§ 2. Propriedades Gerais dos Espaços Compactos 


Sejam X um espaço topológico e S um subconjunto de X. Uma cober- 
tura de S é uma família © = (Ca) EL de subconjuntos de X com 8 C U Oh, 


LER 
isto é, para cada s E S existe um índice À E ZL tal que s E Oh. 


Equivalentemente, pode-se considerar uma cobertura de S como uma 
coleção & de subconjuntos de X (sem índices) tal que, para cada s E S 
existe um conjunto C da coleção È com s E C. 

Diz-se que uma cobertura € é aberta, fechada ete. quando os conjuntos 
Ch que a compõem, são abertos, fechados etc. Do mesmo modo, diz-se que 


& é uma cobertura finita, ou enumerável, ou não-enumerável quando o... 


conjunto L dos índices À é finito, ou enumerável, ou não-enumerável. 


Seja © = (CA) Ez uma cobertura de S. Uma subcobertura de © é 
uma subfamília ©’ = (Cy)wr Er, L’ C L, que ainda é uma cobertura de S, 
isto é, continua válida a propriedade SC U Cy. 

ver 


EXEMPLOS 


1. Seja Sº = {r E R™!; |z| = 1). A coleção Œ dos subconjuntos 
abertos de S” que são homeomorfos à bola aberta B” = {z E Rº;|x| < 1} 
é uma cobertura aberta de S”. (Vide Ex. 10, Cap. IL.) 


2. Para cada inteiro n E N, seja In = (-n + n) o intervalo aberto 
da reta, de extremos —n e +n. A família € = (I)h EN é uma cobertura 
aberta enumerável da reta R. Seja LC N um subconjunto infinito qual- 
quer (por exemplo, o conjunto dos números pares, ou o conjunto dos nú- 
meros primos). A família ©’ = (I) Ez é uma subcobertura de ©. Por 
outro lado, qualquer que seja o subconjunto finito {nı < na < ... < nk} 
de inteiros positivos, temos Jn, U ... U Ing = Im logo, ©” = (Ing --.» Tn) 
não é uma subcobertura de G. Em outras palavras, © não possui subco- 
bertura finita. 


ECCECCCCCCECCCCCTCCACCC CCC cc Ce cc 


cEceccc 
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3. Mais geralmente, seja E um espaço vetorial normado de dimen- 
são >0. As bolas abertas Bn, de centro O e raio n, constituem uma cober- 
tura enumerável (Ba)aG w do espaço E e qualquer subfamília infinita é 
uma subcobertura, mas nenhuma delas possui uma subcobertura finita. 


4. Para cada TE [0,1] seja Vz = (1— ez +€), onde €= 2,8 X 
x 10-15. A família € = (Vo): (01) constitui uma cobertura aberta não- 
-enumerável do intervalo fechado [0, 1}. Seja zo = 0 < zı < ... < Zi < 
< x = 1 uma decomposição do intervalo [0,1] em k subintervalos jus- 
tapostos [xi T+), de igual comprimento, onde k > 1/2e. Cada um dos 
intervalos da decomposição tem comprimento Tii Ti = l/k < 2e. Se- 
gue-se que cada ponto z E [0, 1] está a uma distância <e de algum dos 
pontos z; (1=0,...,k) e portanto x E Vs... Logo, a família Ç’ = 
= (Vay Vep---» Vez) é uma subcobertura finita da cobertura inicial E. 
(Evidentemente já sabíamos, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, que € possui 
uma subcobertura finita.) 


5. Seja S = Q N [0, 1] =(ryra...,Tm..; O conjunto dos núme- 
ros racionais contidos no intervalo [0, 1). Seja (6) uma sequência de nú- 
meros reais positivos tais que Ze, < 1/2. Para cada n € N, ponhamos 
In = (fn — €n, "n + €n). A família © = (1,)n E w é uma cobertura aberta enu- 
merável do conjunto S. Afirmamos que € não possui subcobertura finita. 
Com efeito, dada qualquer subfamília finita (Inp--.» In) a reunião 
HU... Iny cobre uma parte do intervalo (0, 1] formada por um número 
finito de intervalos disjuntos, cuja soma dos comprimentos não excede 
26 +...+26 <2 E e< 1. Logo, o complementar de In U.U Ing 
em [0, 1] deve conter algum intervalo, dentro do qual haverá certamente 
algum número racional. Assim, S não está contido em In U ...U Ing- 
Segue-se que € = (In) E y não é uma cobertura do intervalo [0, 1] pois se 
o fôsse admitiria, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, uma subcobertura 
finita, a qual, em particular, cobriria o conjunto S. 4 


Um espaço topológico X chama-se compacto quando tôda cobertura 
aberta de X possui uma subcobertura finita. 


Diz-se que um subconjunto $ de um espaço topológico X é um sub- 
conjunto compacto quando S, com a topologia induzida de X, é um espaço 
compacto. Isto significa que, se (Ua) EL é uma família de subconjuntos 
de S, abertos em S, com U U = S, então existe uma subfamílix finita 
(Ux <--> Un) tal que S = UU... U Um 


` Para que um subconjunto S seja compacto é necessário e suficiente 
«que tôda cobertura SC U Vy des, por abertos V) do espaço X, possua uma 
subcobertura finita SC FU ... U Va. (Isto resulta imediatamente 
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do fato de que todo conjunto Un, aberto em S, é da forma = PNS 
com Vz é aberto em X.) 


EXEMPLOS 


6. Em virtude do Teorema de Borel-Lebesgue, todo subconjunto 
limitado e fechado da reta é compacto. Em particular, o conjunto de 
Cantor é compacto. Todo espaço topológico finito é evidentemente com- 
pacto. Um espaço discreto infinito não é compacto, porque a cobertura 
aberta formada por seus pontos não possui subcobertura finita. Um es- 
paço vetorial normado E de dimensão > 0 não é compacto, pois a cobertura 
formada pelas bolas abertas com centro na origem não possui subcobertura 
finita. Também não é compacto o conjunto dos números racionais con- 
tidos no intervalo [0, 1]. (Vide Ex. 5.) 


7. Se K e L são subconjuntos compactos de um espaço topológico X, 
então K U L é compacto. Com efeito, dada uma coleção © de abertos 
cobrindo K U L, constitui, em particular, uma cobertura de K e uma co- 
bertura. de Z. Logo, existem uma coleção finita ©’ C € cobrindo K e 
uma coleção finita ©” C C, cobrindo L. Segue-se que ©’ U €” é uma 
cobertura finita de K U L, a qual constitui uma subcobertura de Œ. Re- 
sulta, mais geralmente, que se Ki,..., Ka são subconjuntos compactos de 
X, sua reunião K = KU ... U Kn é compacta. Evidentemente, a reu- 
nião de uma infinidade de compactos pode não ser compacta. (Quanto 
à interseção, vide Ex. 11.) 


8. Todo subconjunto compacto K de um espaço métrico M é ne- 
cessâriamente limitado. Com efeito, as bolas abertas de raio 1 e centro 
nos pontos de K constituem uma cobertura aberta de K, da qual se pode 
extrair uma cobertura finita K C B(x;DU ... U B(x,;1). O diâme- 
tro de K não excede, portanto, 2n. Em particular, um espaço métrico 
compacto é limitado em relação a qualquer uma das métricas compatíveis 
com a sua topologia. (Vide Exerc. 23.) 


Para que os conjuntos Un, À E L, formem uma cobertura aberta de 
um espaço topológico X, é necessário e suficiente que os seus complemen- 
tares Fa = X — U, constituam uma família de fechados em X, cuja 
interseção NM Fa é vazia. 

aG 

Por passagem aos complementares, segue-se então que um espaço 
topológico X é compacto se, e sòmente-se, tôda família (Fw) € z de subecon- 
juntos fechados em X, cuja interseção ) Fa é vazia, contém uma subfa- 
mília finita (Paç..., Fa) cuja interseção Fy OD =. D Ay, é vazia. 


CEECEE ECEE 
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Diz-se que uma família (Fy)» € z tem a propriedade da interseção finila 
quando qualquer subfamília finita (Fa, -..» Fap) tem interseção não-vazia 
Fh O MN Pa 

Assim, para que um espaço topológico X seja compacto, é necessário 
e suficiente que a seguinte condição se cumpra: 

Se uma família (Fy) EL de conjuntos fechados em X possui a proprie- 


dade da interseção finita, então a interseção MN Fy é não-vazia. 
AGEE 


EXEMPLOS 


9. Seja E um espaço vetorial normado de dimensão > O. Para 
cada n E N, seja Fa = E — B(0;n) o complementar da bola aberta de 
centro O e raio nº Tem-se FD FaD... D Fa D .... Assim, se n < 
<m<...<n FuN Fa N... D Fas = Fm e portanto a família 
(Fn)nt&w tem a propriedade da interseção finita. Note-se porém que 


N Fa = Ø e mais geralmente, qualquer subfamília infinita de (Fn) tem 
interseção vazia. 


10. Seja Q o conjunto dos números racionais. Tomemos um número 
irracional « e, para cada n E N, ponhamos Fa = conjunto dos números 


E É r 1 
racionais 7 tais que « — = <r<xa+ >. Em outras palavras F, = 


= Q N [æ — nan]: (Fa) Ev é uma família de subconjuntos fecha- 
dos de Q com a propriedade de interseção finita. Mas N Fa = Ø. Logo, 
Q não é um espaço compacto. (Equivalentemente, os complementares 
An = Q — Fn constituem uma cobertura aberta de Q a qual não possui 
subcobertura finita.) 


Prorosição 1 — Num espaço compacto, todo subconjunto infinito. pos- 
sui um ponto de acumulação. 


Demonstração: Seja X um espaço compacto e suponhamos, por absur- 
do, que um subconjunto infinito S C X não tenha ponto de acumulação. 
Sendo infinito, S contém um subconjunto enumerável F = {z1, £a. - ., Zas. -X 
o qual também não possui ponto de acumulação. Segue-se que todo sub- 
conjunto de F é fechado em X. (Cap. HI, Prop. 21, Corol. 2). Para cada 
n E N, ponhamos Fa = (Zn, tari, .. -), obtendo assim uma família (Fa) € N 
de subconjuntos fechados de X, a qual tem a propriedade da interseção 
finita, pois se nı < ne <...<n Fa, D En N -e MF = Fage Mas, 
evidentemente, N Fa = Ø. Logo, X não é compacto. 


OsseRvAÇÃO — A proposição acima diz que todo espaço compacto 
goza da propriedade de Bolzano-Weierstrass. Mostraremos no parágrafo 
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seguinte que, para espaços métricos, esta propriedade é equivalente à com- 
pacidade. Existem, porém, espaços não-metrizáveis nos quais todo sub- 
conjunto infinito possui um ponto de acumulação mas nem tôda cobertura 
aberta possui uma subcobertura finita. (Vide Exerc. 4.) 


Proposição 2 — Todo subconjunto fechado F de um espaço compacto 
X é compacto. É 
Demonstração: Seja FC U Ux uma cobertura de F por abertos 


AGEE 
U CX. A família que consiste dos Un, AE L, e mais o conjunto 


U = X — F, é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe 
uma cobertura finita X = Un U ...U Um U U. Como nenhum ponto 
de F pode pertencer a U, tem-se necessàriamente PC UU ...U Uws 
o que prova a compacidade de F. 

Diz-se que um subconjunto S de um espaço topológico X é relativa- 
mente compacto quando seu fecho S é um subconjunto compacto de X. 


Resulta da proposição acima que todo subconjunto de um espaço com- 
pacto é relativamente compacto. Na reta, em virtude do Teorema de 
Borel-Lebesgue, são relativamente compactos todos os subconjuntos limi- 
tados. Mostraremos, mais adiante, que esta propriedade se estende aos 
espaços euclidianos R”. 


Proposição 3 — Seja X um espaço de Hausdorff. Todo subconjunto 
compacto K C X é fechado em X. 

Demonstração: Seja z E X — K. Devemos obter um aberto A tal 
que rE A eANK =ø. Ora, pela definição de espaço de Hausdorff, 
para cada y E K existem abertos 4, contendo x, e By contendo y, tais 


que 4, N By = Ø. Obtém-se dêste modo uma cobertura aberta K C U By, 

a vEx 
da qual se pode extrair uma subcobertura finita K CB, U...U By 
Correspondentemente, definimos 4 = 4, N... A. Vê-se que A é 
um aberto contendo x e nenhum ponto de K pode pertencer a K. 


EXEMPLOS 


11. Seja (Ka) Ez uma família arbitrária de subconjuntos compac- 
tos Ky de um espaço de Hausdorff X. A interseção K= MN K é um sub- 
conjunto compacto de X. Com efeito, pela proposição acima, cada Ky 
é fechado em X, donde K é fechado em X. Em particular, fixando um dos 
Ky, K é fechado em Ka. Como K) é compacto, segue-se que K é compacto 
(Prop. 2). 


12. Os intervalos abertos (a,b) e os intervalos semi-abertos [a, b} e 
(a, b] da reta não são compactos, pois não são subconjuntos fechados de R. 
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13. Um subconjunto da reta é compacto se, e sòmente se, é limitado 
e fechado. A metade desta afirmação é o Teorema de Borel-Lebesgue. 
A outra metade resulta da Prop. 3 e do Ex. 8. 


Proposição 4 — A imagem de um conjunto compacto por uma aplicação 
contínua é um conjunto compacto. 


Demonstração: Sejam X, Y espaços topológicos e f : X — Y uma apli- 
cação contínua. Dado um subconjunto compacto K C X, afirmamos 
que j(K) é compacto. Com efeito, seja j(K} C U Va uma cobertura de 


f(K) por abertos Va C Y. Sendo f contínua, os cout (Va) constituem 
uma cobertura aberta do compacto K, da qual se pode extrair uma subco- 
bertura finita K CI(V)U...U fHVa). Segue-se que HE) C Va, U 
U...U Va, 0 que estabelece a compacidade de H(K). 


Corotário — Tóda aplicação contínua f :K —>Y de um espaço com- 
pacto K num espaço de Hausdorff Y é fechada. 


Com efeito, seja F um subconjunto fechado de K. Pela Prop. 2, F é 


compacto. Pela Prop. 4, j(F) é compacto e, pela Prop. 3, J(F) é fechado 
em Y. 


Proposição 5 — Tôda aplicação f :K—Y, continua e biuntvoca, de 
um espaço compacto K sôbre um espaço de Hausdorff Y é um homeomorfismo: 


Demonstração: Pelo corolário, f é fechada e portanto jt:Y > K 
é contínua, de acôrdo com a Prop. 16 do Cap. IH. ns 

A proposição acima simplifica considerâvelmente a verificação de que 
uma aplicação f: K — Y, definida num espaço compacto K e tomando 
valôres num espaço de Hausdorff Y, é um homeomorfismo. Em parti- 
cular, os contra-exemplos dados no início do $3, Cap. II, foram possíveis 
apenas porque as aplicações não eram definidas em espaços compactos. 


Proposição 6 — Tóda função real continua f :K-—R, definida num 
espaço compacto K, é limitada e atinge os seus extremos. Isto é, existem pon- 
tos xo, zı E K tais que f(x) = inf. lo); z E K} e f(æ:) = sup. {J(2); z E K}. 

Demonstração: Pela Prop. 4, HK) é um subconjunto compacto da 
reta. Portanto, f(K) é limitado e fechado (Ex. 13). Segue-se que f é limi- 
tada e que inf. j(K) e sup. /(K) pertencem a j(K). (Vide Ex. 14, “Cap. IV.) 
Por conseguinte, existem pontos zo, x; E K nos quais f assume seu mínimo 
e seu máximo, respectivamente: f(zo) = inf. j(K) e f(x) = sup. J(E). 

Assim, quando M é um espaço métrico compacto, o espaço G(M; N) 
das aplicações contínuas de M em N está contido no espaço B(M; N ) das 
aplicações limitadas de M em N, seja qual fôr o espaço métrico M. Mais 
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precisamente, C(M;N) é um subconjunto fechado de B(M; N) e por- 
tanto um espaço métrico completo, relativamente à distância d(f, 9) = 
= sup. (d(J(x), 9(x)); x E M}, sempre que N seja completo. 


EXEMPLOS 


14, Seja K um subconjunto compacto de um espaço métrico. Dado 
aEM-K, tem-se da, K) > 0, e, além disso, existe ko E K tal que 
d(a, K) = d(a, ko). Com efeito, a aplicação k—d(a,k) é uma função 
real contínua definida no compacto K e portanto atinge o seu mínimo num 
ponto ko E K. Como z& K, êste valor mínimo d(a, ko) é positivo. Note- 
se que, se F C M é fechado e a E M — F, então d(a, F) > O mas não existe 
necessàriamente um ponto zo E F tal que d(a, F) = d(a, zo). Daremos dois 
exemplos dêste fenômeno: 


15. Seja M = R-— {0} a reta desprovida da origem. A semi-reta 
negativa F = {x Œ R;z<0) é um subconjunto fechado de M. Conside- 
rando o ponto 1 E M, tem-se d(1, F) = 1 mas, para cada ponto z E F, é 


d(l, z) = 1 — z> 1, poiss <0. A seqüência de pontos tn = — 1e F 


é tal que d(1, zn) —> 1 mas (£n) não converge em M. Neste exemplo, M 
não é completo. Por isso apresentamos o exemplo abaixo. 


16. Seja M o espaço métrico completo formado pelas funções reais 
contínuas definidas no intervalo [0, 2), com a métrica da convergência uni- 
forme. Consideremos o conjunto de 
funções F = {fo Jz “o fm no) 


RR, —> R é a função definida por f(z) = 
=0 se 0<z<l-l/n ou se 
1+HIn<i<2; ID) = 1+ 1n; 
Ja linear nos intervalos [1 — 1/n, 1} 
e {1,1 + 1/n}l. (Vide figura) É 
claro que fh converge simples- 
mente para à função descontínua 
. g:[0,2]—>R, (7) =0 se xl, 
g(1) = 1. Tôda subsegiiência de (fa) também converge simplesmente para- 
a função descontínua g. Segue-se que nenhuma subsegiiência de (fn) 
pode convergir uniformemente, pois o limite seria uma função contínua, 
para a qual a subsegiência convergiria também simplesmente, contrariando 
o fato de que já converge simplesmente para g. Logo, F não possui ponto 
de acumulação em M (Cf. Prop. 9, Cap. IV). - Em particular, F é um sub- 
conjunto fechado de M. Seja f :[0, 2]— R a função idênticamente nula. 
Tem-se dfa, f) = 1 + 1/n, para cada fn E F, e por conseguinte, d(j, F) = 


1-— 4 t+- 
n n 


onde, para cada n E N, fa :[0, 2] — ` 
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= inf. Ád(,Jn);jn E F} = 1, sem que exista um elemento /* E F com 
dg, 3*) = dQ, F). 


17. Sejam K um subconjunto compacto e F um subconjunto fechado 
de um espaço métrico M. Se KN F= Ø então d(K,F)> O. Não se 
pode garantir a existência de pontos ko E K e zo E F tais que d(K, F) = 
= d(ko, xo), comb vimos nos exemplos acima, mesmo se K se reduz a um 
ponto. Mas existe ko E K tal que d(K, F) = d(ko, F). A fim de demons- 
trar estas afirmações basta observar que d(K, F), definido como o ínfimo 
do conjunto {d(k, x); k E K,z E F}, pode ser também descrito como 
d(K, F) = inf. (dk, F);k E K}, isto é, como o ínfimo da função real 
contínua k — d(k, F), definida no compacto K. Como F é fechado e dis- 
junto de K, esta função assume sômente valôres positivos, cujo mínimo é 
atingido num ponto ko E K, de acôrdo com o Teorema de Weierstrass: 
d(K, F) = d(ko, F) > 0. 


18. O resultado acima é muitas vêzes usado sob a forma seguinte: 
dados um compacto K C M e um aberto U em M, com K C U, a distân- 
cia K ao complementar de U é positiva: d(K, M — U) >0. Em parti- 
cular, existe um e > O tal que todo ponto de M que dista menos de e de 
algum ponto de K está contido em U. Ou seja B(K;e) C U, na notação 
do Ex. 5, Cap. III. 


Lema — Seja X X K o produto cartesiano de um espaço topológico ar- 
bitrário X por um espaço compacto K. Dado um ponto x E X, seja 
UCXXK um aberto tal que £X KCU. Então existe um aberto A 
em X, cmzEACAXKCU. 


Demonstração: De acôrdo com 
a definição de aberto num espaço 
produto, para cada ponto (z, k) E 
Ex X K existem abertos A, em 
X, £z E€ År, e Bp em K, kE By 
tais que (z, k) E Ax X By CU. 
Obtém-se assim uma cobertura 
aberta 2zXKC U ArX Be, 


rEx 
como x X K é compacto, por ser 
homeomorfo a K, existe uma sub. K 
cobertura finita z X KC (Ar X : 
X Br) U.. U (Arn X Be) C U. Seja A = Ar N... NA O con- 
junto A é aberto em X, contém zre A X KC U. i 


Proposição 7 — Seja X um espaço topológico qualquer. Se K é com- 
pacto, então a projeção pı : X X K — X é uma aplicação fechada. 
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Demonsiração: Seja FC XXK um subconjunto fechado. Para 
provar que p;(F) é fechado em X, seja s E X — pi(F). Então, não existe 
em F ponto algum (z, k), cuja primeira coordenada seja z. Em outras 
palavras z X KC U=(XXK)-F. Pelo lema anterior, existe um 
aberto A em X,comzEAecAXKCU. Ou seja, A X K não contém 
ponto algum de F e portanto 4 é disjunto de pi(F), como queríamos de- 
monstrar. 


Corozário — Para que uma aplicação f : X -> K, de um espaço topoló- 
gico arbitrário X num espaço compacto K, seja contínua é suficiente que o seu 
gráfico G(f) seja um subconjunto fechado do produto cartesiano X X K. Se 
X fôr um espaço de Hauúsdorff, a condição também é necessária. 


Com efeito, seja 9 : GQ) -> X, q = pi|G()), à restrição da projeção pı 
ao gráfico GQ). Como ¢(z, j(x)) = x, vê-se que y é uma aplicação con- 
tínua e biunívoca de G(f) sôbre X. Sendo G(J) fechado em X X K, q é 
também uma aplicação fechada, em virtude da Prop. 7. Por conseguinte, 
p é um homeomorfismo de G(f) sôbre X. Sua inversa, x — (z, f(x)) é, 
pois, uma aplicação contínua e daí se segue que z — f(x) é contínua, como 
queríamos demonstrar. 


Prorosição 8 — O produto cartesiano X x Y é compacto se, e sómente 
se, X e Y são espaços compactos. 


Demonstração: Como as projeções pı: X X Y—>Xep:XXY>Y 
são contínuas sôbre X e Y respectivamente, segue-se da Prop. 4 que se 
X X Y fôr compacto os fatôres X e Y também o serão. Para demonstrar 
a recíproca, seja (F))»€ 1 uma família de subconjuntos fechados FC X X Y, 
com a propriedade da interseção finita. Acrescentando a esta família 
todos os conjuntos da forma Fa, N... Fa, continuamos a ter uma fa- 
mília de fechados com a propriedade da interseção finita, agora com a pro- 
priedade adicional de que a interseção de um número finito de conjuntos 
da família ainda pertence à mesma. Pela Prop. 7, os conjuntos pi(F)), 
A EL, constituem uma família de fechados em X, com a propriedade da 
interseção finita, porque P(E) N...N (Pa) D PEn NNE) AD. 
Como X é compacto, existe um ponto t E Q píFy. Isto significa que, 
para todo A.E L, FaN (s X Y)x Ø. Os conjuntos Fa N (2X Y), 
A E L, constituem uma família de fechados em z X Y, com a propriedade 
da interseção finita, pois [Fa O @ X NJN... NQ Fn O @ XY) = 
= (Pa N.. NA Pa) N (£ X Y) = Ø, em virtude de Fy, N... N Fx, per- 
tencer à família (Fa). Ora, z X Y é homeomorfo a Y e portanto compacto. 
Logo, existe em x XY um ponto (z, y) pertencente a todos os Fy N (z X Y). 
Em particular, (x, y) pertence a todos os Fx, como queríamos demonstrar. 


te. 
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CoroLário — O produto cartesiano X, X...X Xn é compacto se, e 
sômente se, cada um dos fatóres X1,..., Xn é compacto. 


Como Xi X...X Xn = (X1 X...X Xn) X Xn» o corolário resulta 
de repetidas aplicações da Prop. 8. 


- EXEMPLOS 


19. Sejam K, P subconjuntos compactos de um espaço métrico M. 


Existem pontos k Æ K e p EP tais que d(K, P) = d(k, p). Com 
efeito, a função contínua (z, y) — d(x, y) atinge o seu mínimo em algum 
ponto (k, p) pertencente ao compacto K X P onde ela é delinida; Em par- 
ticular, se K O P = Ø, então d(K, P) > 0. 


20. Seja =IXIX...XI = {z = (@,... 2) ER O< 
< l,..., O <z” < 1} o cubo unitário de espaço euclidiano R”. Resulta 
do Corolário. acima que 1” é compacto. Também em virtude do mesmo 
corolário, é compacto o toro T? = S! X S!, onde S! = ((x,y) E R?; 2º + 
+y? = 1). Com efeito, o círculo 
S! é compacto pois é a imagem do 
intervalo [0, 1] pela aplicação con- 
tinua f : [0, 1] > 81, f(t) = (cos 2mt, 
sen 27i) = e7", O toro T? pode, «a y 
portanto, ser considerado também 
como imagem do quadrado 1º = 
= [0, 1) X [0, t] pela aplicação con- 
tinua g:12>7T?, onde g(s, i) = 
= (J(s), (1) = (em, e27). Costuma-se ainda identificar o toro T? com 
uma superfície de revolução S em Rº, gerada por um círculo vertical 
que não toca o eixo de rotação. Um homeomorfismo «p :S — T? pode ser 
estabelecido fixando-se na superfície S um meridiano M e um paralelo P, 
e tomando-se homeomorfismos h:S!—> M, k:S!-+»P. Os círculos M e P 
funcionarão como “eixos” de um sistema de coordenadas na superfície S. 


V 


- As duas coordenadas de um ponto pES serão zı, 22 E S!, determinadas 


pela condição de que o paralelo que passa por p corta M no ponto (zı) e o 
meridiano que passa por p corta P no ponto k(z2). Pondo-se p(p) = (21, 23), 
fica definido o homeomorfismo q : S — T2, (Deixamos de verificar rigorosa- 
mente que q é um homeomorfismo porque isto nos obrigaria a definir com 
mais cuidado a superfície S, e nos afastaria um pouco do objetivo dêste ca- 
pítulo) Mais geralmente, pode-se considerar o toro n-dimensional T” = 
= §! X... X S! (n fatôres), o qual é compacto, ainda em virtude do coro- 
lário anterior. 
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Lembramos que um espaço topológico X chama-se normal quando 
para todo par de fechados F, GC X com F N G = Ø existem abertos 


U, V em X tais que FC U, GCYeUNV= Ø. (Vide Cap. III, Co- 
rolário da Prop. 10.) 


Lema — Para que um espaço topológico X seja normal, é necessário 
e suficiente que a seguinte condição seja satisfeita: Dados em X um fechado 
F eum aberto A, com F C A, existe um aberto U em X, tal que F C Ue ŪCA. 


Demonstração: Seja X normal. Dados FCA, com F fechado e 4 
aberto, pomos G = X — A e obtemos um par de fechados F,G com 
F Q G = ø. Logo, existem U, V abertos com F C U, GCV e 
UNV=g. Desta última igualdade, segue-se U C X-— V e, como 
X — V é fechado, UC X — V. Mas GCV dá X-YVCXO-G=A4, 
donde Ọ C 4, como queríamos demonstrar. Para provar a recíproca, 
suponhamos cumprida a condição do lema e sejam F, G fechados disjuntos 
em X. Pondo A = X — Gtemos A aberto, F C A, donde existe U aberto 
com F C U,ŪC A. Seja V = X — Ū. Então, V é aberto em X e, como 
UCA=X-G, temos GCX-U=V. Finalmente, de UCU se- 


gue-se que V = X — U é disjunto de U, o que demonstra a normalidade 
de X. 


Proposição 9 — Todo espaço de Hausdorff compacto é normal. 


Demonstração: Sejam F e G dois subconjuntos fechados disjuntos de 
um espaço de Hausdorff compacto X. Pela Prop. 2, F e G são compactos. 
Como na demonstração da Prop. 3, fixamos arbitràriamente x E F e, para 
cada y E G, obtemos abertos U,”, Vy tais que z E VU y E VE UF OVF = 
= & dos quais extraímos uma subcobertura finita G C Vn U --. U Vim 
Pomos U? = Uh N -.. N Uim e V? = VU -.. U Vim e temos US, V? 
abertos, x € U”, GC V7, U? N V7 = Ø. Fazendo agora x variar em F, 
os conjuntos U7 constituem uma cobertura de F, da qual extrafmos uma 
subcobertura finita F C UaU... U Um. Pomos, finalmente, U = 
= ỌaU ... UUne V = VaN... N Vn, o que demonstra a proposição. 


COROLÁRIO — Seja X um espaço de Hausdorff compacto. Dados em X 
um fechado F e um aberto A com F C A, existe um aberto U tal que FC U 
eŪCA. 


Isto resulta da Prop. 9, juntamente com o lema que a antecede. “"** 


.OBSERVAÇÕES SÔBRE A TOPOLOGIA CO-INDUZIDA POR UMA APLICAÇÃO. 
Sejam X, Y espaços topológicos e p:X — Y uma aplicação. Diz-se 
que a topologia de Y é co-induzida pela (topologia de X através da) aplicação 
p quando a seguinte condição é válida: um subconjunto FC Y é fechado 
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se, e sòmente se, q"! (F) é fechado em X. Esta definição é òbviamente equi- 
valente à que foi dada no Cap. III. Se a topologia de Y é co-induzida por 
y então, para cada F C Y — p(X), go F) = Ø é fechado em X, donde F 
é fechado em Y. Assim, Y — q(X) é um espaço discreto. Segue-se que” 
a topologia co-induzida só é interessante quando q : X — Y é sôbre Y. 


A vantagem de saber que a topologia de Y é co-induzida por uma apli- 
cação q : X — Y resulta do seguinte critério: 

Se a topologia de Y é co-induzida por uma aplicação p: X — Y então 
dado qualquer espaço topológico Z, uma aplicação f : Y — Z é continua se, 


e sômente se, a aplicação jo y : X — Z é contínua. É 


Em particular, tomando Z = Y ef = id. : Y — Y, vemos que % : X — Y 
é contínua, fato que, de resto, é evidente a partir da definição. Não sò- 
mente q é contínua mas a topologia de Y é a mais fina segundo a qual ọ é 
contínua. 


Veremos, logo mais, um exemplo geométrico que ilustrará a utilidade 
do critério acima. 


Diremos que uma aplicação p : X — Y de um espaço topológico X 
sôbre um espaço topológico Y, é uma aplicação quociente quando a topologia 
de Y fôr co-induzida por q. 


Notemos o seguinte: 
... Têda aplicação continua fechada (ou aberta) p : X — Y de um espaço X 
sôbre um espaço Y é uma aplicação quociente. 


Com efeito, dado F C Y, se F fôr fechado, y MF) também será porque 
o é contínua. Reciprocamente, se «-!(F) fôr fechado então p(y- (F)) = F 
será fechado pois q é uma aplicação fechada. Se qo fôr contínua e aberta, 
raciocinar com abertos. A igualdade p(g-H(A)) = A vale porque q é sôbre F. 


Como corolário, temos o importante critério: 


Se X fôr compacto e Y fôr um espaço de Hausdorff, tôda aplicação con- 
nua p : X — Y sôbre Y é uma aplicação quociente. 

Vide Corolário da Prop. 4. Em resumo, temos o seguinte: 

Sejam K um espaço compacto, Y um espaço de Hausdorff e p : K > Y 
uma aplicação contínua sôbre Y. Dado qualquer espaço topológico Z, 
uma aplicação f :Y — Z é contínua se, e sômente se, fo g :K—Z fôr 
continua. 


Observamos que esta afirmação contém a Prop. 5: se g : K — Y fôr 
continua, biunívoca e sôbre Y, então øg !:Y— K é continua porque 
g'o g = id.:K—>K é continua. 
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Como aplicação, demonstremos o seguinte: 


Todo subconjunto compacio convexo K C R” tal que int. K == Ø é hko- 
meomorfo a uma bola fechada D C R”. 


Mediante uma translação, podemos supor que O € int. K. Existe uma. 
bola fechada D de centro 0, contida em K. Seja S a esfera fronteira de D. 
Para mostrar que D e K são homeo- 


x 
morfos, começaremos provando que S 


ey K é homeomorfa à fronteira K do con- 
junto K. Para issọ, definiremos uma 


s aplicação p: K > S, pondo p(z) = "al Į’ 
onde r é o raio da bola D. p(z) é a 
projeção central do ponto x sôbre a es- 
fera S. Evidentemente p é contínua. 
Afirmamos que p é 1—1. Com efeito, 
suponhamos que existissem q, y E K com r= y e p(x) = ply). Então, 
x, y pertenceriam à mesma semi-reta de origem O. Escolhendo a notação 
de forma que y € [0, z], temos y = (1 — Nz,0<A<1. A aplicação 
h:z— z+ Mz— x) é um homeomorfismo do espaço R” (homotetia de 
centro x e razão À) tal que A(O) = y. Como K é convexo, A(K) = K. Em 
particular, A(D) é uma vizinhança de y, contida em K, o que contradiz o 
fato de ser y € K. 

Observemos que, dado qualquer 
z€ K, a semireta {łz;i> 0}, de 
origem O e passando por z, corta a fron- 
teira É em algum ponto. Com efeito, 
como K é limitado (vide Ex. 8) iz € 
E€ R” — K para i2 OQ suficientemente 
grande. Seja to o sup. dos números 
reais > Otais que o segmento ftz; O < 
<t< to) está contido em K. Vê-se 
sem dificuldade que tz E K. Em 
particular, tomando z E S, conclui-se que z = p(x) para algum x € K (£ 
é o ponto onde a semi-reta Oz corta É). Logo, p : K — S é sôbre S. Sendo 
K um subconjunto fechado de K, é compacto, donde p é um homeomorfismo. 

Seja I = [0,1]. A aplicação p:K X I >K, definida por p(z, t) = ix 
é contínua. Como acabamos de ver, todo ponto z E K pertence a algum 


segmento de reta que liga 0 a um ponto da fronteira K. Logo, q é sôbre K. 
Sendo K X I compacto (Prop. 8) e K de Hausdorff, concluímos que q é 
e 


(E i d o 


uaaa a a a a a a a o S O G G O G O a G o a E o S S G 


272229225523752222222222222292922222222 


H 


53 CONJUNTOS COMPACTOS NO ESPAÇO EUCLIDIANO 187 


uma aplicação quociente. Definamos uma aplicação f:K ->D pondo 


J(tx) = ip(x), onde O<t<1 e zE K. Vimos acima que um segmen- 
to de reta com extremo O não pode encontrar a rr 
fronteira K em mais de um ponto. Logo, lu = t'r’ 
com z 1 E K et E I implea z = z’ (donde e 

t=t) ou t=t=0. Segue-se que f é bem defi- 

nida. Além disso, como fò ø: (t, z) — tp(x) é con- x Iot D 
tínua, segue-se que f é uma aplicação contínua. Ve- 

rifica-se imediatamente que f é 1-1 e sôbre D, e portanto um ho- 
meomorfismo, como queríamos demonstrar. 


$3. Conjuntos Compactos no Espaço Euclidiano 


Em qualquer espaço métrico, um subconjunto compacto é sempre li- 
mitado (Ex. 8) e fechado (Prop. 3). No espaço euclidiano vale a recíproca. 


Na proposição abaixo, R” é tomado com uma das suas métricas usuais: 


le-g = (De, le > yl =D yl, ou |e — y] = máx. |r- |. 
E f 
Proposição 10 (Teorema de Borel-Lebesgue) — Um subconjunto S do 
espaço euclidiano R” é compacto se, e sômente se, é limitado e fechado. 


Demonstração: Sendo limitado, S está contido num paralelepípedo 
[an bi] X...X [dm ba] = P: para cada i = 1,...,n à projeção pi(S) está 
contida num intervalo fechado [as bj] da reta e portanto S cabe no pa- 
ralelepípedo P. Pela Prop. 8, P é compacto. Sendo fechado em R”, S 
é fechado em P. Pela Prop. 2, S é compacto. 


_ Corozário — Um subconjunto S do espaço euclidiano R” é relativamente 
compacto se, e sômente se, é limitado. 


Com efeito, um conjunto é limitado se, e sômente se, seu fecho é limi- 
tado e fechado. 


EXEMPLOS 


21. O Es. 16 nos fornece um subconjunto limitado e fechado F no 
espaço vetortat normado completo E = G([0,2];R). Como F não possui 
ponto de acumulação, embora seja um conjunto infinito, segue-se que F 
não é compacto. ` 


22. No espaço de Hilbert H, das sequências de quadrado somável (vide 
Cap. VI, Ex. 11) consideremos o conjunto F = (e;,..., em...) onde, para 
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cada n E N e =(0,...,0,1,0,...) é a seguência cujos têrmos são todos 
nulos, com exceção do n-ésimo, que é igual a 1. Dados m x n quaisquer, 
temos |em — en| = V2. Segue-se que nenhuma seqüência de elementos 
distintos de F é de Cauchy e por conseguinte F não possui pontos de acumu- 
lação. Logo, F é um subconjunto limitado, fechado e não compacto de H. 
A razão de ser dêste exemplo e do anterior é que os espaços normados H e 
G((0, 2); R) têm dimensão infinita” (Vide Ex. 29, a seguir.) 


23. Espaços normados de dimensão finita. Lembramos que, se E e 
F são espaços vetoriais normados, um tsomorfismo f : E — F é uma apli- 
cação linear contínua e biunívoca de E sôbre F, cuja inversa f! : F > E 
(que é necessãriamente linear) é também contínua. 


a) Todo espaço vetorial normado E de dimensão finita n é isomorjo ao 
espaço euclidiano R”. 


Com efeito, seja (w,..., Um) uma base de E. A aplicação linear 
f:Rº>E, definida por j(ax!,..., £") = Lau é continua (Cj. Prop. 2, 
Cap. II).e biunívoca, de R” sôbre E. Resta apenas provar que f é um ho- 
meomorfismo. Em virtude da Prop. 10, a esfera unitária ST! = {x E 
E Rr; |z| = 1) é um conjunto compacto. Como f é biunívoca, z E ST! 
implica |/(x)| > 0. Segue-se, então, do Teorema de Weierstrass que existe 
um número real m > 0 tal que |f()| > m para todo v E R” com Jol = 1. 
Então, se x é qualquer vetor não nulo em R”, |f(x/|z|)|> m, ou seja, 
lj) > mxl, pois f é linear. Obviamente, esta última - desigualdade 
vale ainda para z = 0. Segue-se que f é um homeomorfismo. (Cf. Cap. II, 
Prop. 6, Corol. 1.) 


b) Sejam E e F espaços vetoriais normados. Se E tem dimensão finita, 
tóda aplicação linear f : E — F é continua. 


Como E é isomorfo a R”, basta mostrar que tôda aplicação linear 
j:ik"r>F é continua. Seja a = (1, 0,..., 0), ..., €n =(0,...,0,1) à 
base canônica de R". Pondo f(e) = a, ...; (en) = an, a linearidade de 
J nos dá j(x!, ..., 2") = Exa; donde se. conclui a continuidade de f, já 
que as operações fundamentais em F são contínuas, em virtude da Prop. 2 
do Cap. II. 


c) Duas normas quaisquer num espaço vetorial de dimensão finita E 
são sempre equivalentes e E é completo em relação a qualquer delas. 


Escolhamos uma base fw,..., Un) no espaço vetorial E. Como na 
demonstração de a), isto define um isomorfismo R” — E que não depende 
da norma tomada em E. Assim, se indicarmos com E” e E” o mesmo es- 
pato E com duas normas distintas e com £ : E — E” a aplicação identidade, 


€ cce CCCCCCCCCCCCCCCCCCCcCCcLA CXCLXCECLCCCLCLCLCE. 
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obteremos o diagrama comutativo onde f : R” — E' e g : R” — E” são os 

isomorfismos definidos pela base escolhida. A “comutatividade” do dia- 

grama significa que i0f=g. Seguese que i=gef! e portanto i é 

contínua. De maneira análoga se vê que a apli- A 

cação identidade 7: E” —»E' também é contínua. R 
i 


Finalmente, E é completo porque R” o é e todo iso- 
morfismo de espaços vetoriais normados é um ho- f g 
meomorfismo uniforme. 


I E" 


d) Todo subespaço de dimensão jinita E de um E 
espaço vetorial normado F é fechado em F. — 


Com efeito, a norma induzida por F em E o toma um espaço completo 
e portanto fechado em F. (Prop. 6, Cap. VI.) 


§ 4. Espaços Métricos Compactos 


Passaremos agora a expor algumas propriedades especiais dos espa- 
ços métricos compactos, que não possuem análogas ou não são válidas 
para espaços compactos quaisquer. 


Um espaço métrico M diz-se totalmente limitado quando, para todo 
e > 0, pode-se exprimir M = Sı U...U Sn como reunião de um número 
finito de subconjuntos, cada um dos quais tem diâmetro < e. 


Um espaço métrico M é totalmente limitado se, e sômente se, para 
cada e > 0, existe um número finito de bolas de raio e que cobrem M. 
Com efeito, todo conjunto de diâmetro < € está contido numa bola de raio € 
(e centro em qualquer ponto do conjunto). 


Em outras palavras, para que um espaço métrico M seja totalmente 
limitado, é necessário e suficiente que, dado e > O arbitrário, exista um 
número finito de pontos x1,...,% E M tais que todo ponto z € M dista 
menos de € de algum dos z;. 


Todo subespaço X de um espaço métrico totalmente limitado é ainda 


. totalmente limitado, pois se M=SU...US então X=(XNS)U 


U.. -U (X NS), com AX NS) < êS). 


EXEMPLOS z.. 


24. Todo subconjunto limitado S da reta é totalmente limitado. Com 
efeito, dado e > 0, podemos decompor a reta numa infinidade de intervalos 
[nô, (n + 1)0), de igual comprimento ô, com ô< e. Sendo limitado, S 
está contido numa reunião finita dêsses intervalos. Anâlogamente, de- 
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compondo R” numa reunião de pequenos paralelepípedos congruentes 
las, bi] X-..X [an ba] (mediante decomposição de cada um dos eixos em 
partes iguais), vemos que todo subconjunto limitado do espaço euclidiano 
R” é totalmente limitado. 


25. Em qualquer espaço métrico, um conjunto totalmente limitado é 
evidentemente limitado. A recíproca é falsa. No espaço de Hilbert H (vide 
Ex. 11, Cap. VI), seja S = (e,e»...,e6n...Jondeen = (0,...,0, 1,0,...) 
é o vetor cujas coordenadas são tôdas nulas, exceto a n-ésima, que é igual 
al. S é limitado, pois d(em en) = V2 para quaisquer m Æ n. Os únicos 
subconjuntos de S com diâmetro < 1 são os pontos. Logo, S não pode 
ser expresso como reunião de um número finito de conjuntos de diâmetro 
< l e portanto não é totalmente limitado. Naturalmente, isto implica 
que nenhum subconjunto de H que contenha S é totalmente limitado. As- 
sim, por exemplo, não é totalmente limitada a bola unitária D = fr E H; 
lz] < 1}. 


Prorosição 11 — Se um subconjunto S de um espaço métrico M é to- 
talmente limitado, seu fecho S também é. 


Demonstração: Dado e > 0 arbitrário, podemos escrever $=8U 
U... US, com KS)<gi=1,...,n. Então S=SU...UVUSea 
proposição reduz-se ao seguinte 


Lema — Num espaço métrico M, o diâmeiro de um conjunto X é igual 
ao diâmetro do seu fecho X. 


Demonstração: Como X C X, tem-se ô(X) < ô(X). Por outro lado, 
dados x,y EX quaisquer, temos x = lim £a y = lim Yn COM Tn MEX, 
e portanto d(£n Yn) < XX) para todo n E N. Segue-se que d(z,y) = 
= lim d(zm ya) < d(X). Assim, a distância entre dois pontos arbitrários 
z, y EX não excede ô(X) e, por conseguinte, (X) < d(X), completando a 
demonstração. 


Proposição 12 — As seguintes afirmações a respeito de um espaço mé- 
trico M são equivalentes: 
1) M é compacto; 
2) Todo subçonjunto infinito de M possui um ponto de acumulação; 
3) Tóda segiiência em M possui uma subseguência convergente; 


4) M é compleio e totalmente limitado. 
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Demonsiração: Estabeleceremos as implicações 1) => 2, 2) = 3), 3) > 4 
e 4)= 1). . 


Pela Prop. 1, 1) => 2) mesmo quando M não é metrizável. 


2) => 3) — Dada uma segiiência (za) em M, duas coisas podem aconte- 
“cer: ou o conjunto dos valôres z, é finito ou é infinito. No primeiro caso, 
algum valor a = £a = Im =... ==... deve repetir-se infinitas 
vêzes e portanto a subseguência (£a) trivialmente converge para o ponto 
a EM. No segundo caso, o conjunto 74, Z2,..., Zn... deverá possuir um 
ponto de acumulação z E M, de acôrdo com a hipótese 2). Tôda vizinhan- 
ça de x conterá têrmos x, com índices arbitrariamente elevados e portan- 
to z será limite de uma subsegiência de (zm). (Cf. Prop. 3, Cap. IV.) 


3) = 4) — Admitindo 3) como hipótese, provemos primeiramente que 
M é completo. Ora, tôda sequência de Cauchy em M, possuindo uma sub- 
segiência convergente, é, ela própria, convergente. (Prop. 3, Cap. VI.) 
Para provar que M é totalmente limitado, seja dado e > 0 e mostremos. que 
M pode ser expresso como reunião de um número iinito de bolas B(x;; e/2). 
Tomemos zı E M qualquer. Se M = B(x; e/2), a afirmação está provada. 
No caso contrário, existirá um ponto z: € M, com d(zz zı) > €2. Se 
fôr M = B(x,; €/2) U B(rs; €/2), estará concluída a demonstração. Caso 
contrário, existirá z; € M, com d(z, £:) > e/2, dz, z)> e2. Prosse- 
guindo, veremos que, ou existe um número finito de pontos Tı, ta.. -, Tn 
em M tais que M = B(z; 2) U...U B(x; €/2), ou então é possível obter 
uma segiiência de pontos t, É M, com km, Zn) > €/2 para m = n quaisquer. 
Tal sequência, porém, não possuiria uma subsegiência de Cauchy nem, 
portanto, uma subseqiiência convergente e violaria, por conseguinte, a hi- 
pótese 3). Logo, a primeira alternativa é a que ocorre, e Mé totalmente 
limitado. 


4) = 1) — Suponhamos, por absurdo, que M satisfaz 4) mas existe 


uma cobertura aberta M = U Cy que não possui subcobertura finita. De- 
AEL - 
finiremos uma sequência decrescente de subconjuntos Sı D 8: D... D 


D 8, D ..., onde o diâmetro de S, é < 1/n e nenhum dos S, pode ser, 


. coberto por um número finito de conjuntos Va. Sendo totalmente limitado, 


M pode ser expresso como reunião de um número finito de conjuntos de 
diâmetro < 1. Pelo menos um dêsses conjuntos — que chamaremos 8; — 
não pode ser coberto por um número finito dos Vy (pois se todos pudessem, 
M seria coberto por uma quantidade finita dos Vw). Mas S, também é 
totalmente limitado, logo, é reunião de um número finito de subconjuntos 
de diâmetro <1/2. Pelo menos um dêsses conjuntos — que chamaremos 
de S: — não está contido numa reunião finita dos Va, pois se todos esti- 
vessem, sua reunião S; também estaria. Prosseguindo anãlogamente, obte ~ 
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remos uma seqüência Sı D S2 D ... DSa D... com as propriedades 

desejadas. Evidentemente, nenhum dos Sa é vazio. Tomemos, para cada 

n E N, um ponto x, E Sn. Como 

Sa) < 1/n, (xa) é uma seqüência de 

Cauchy em M. Sendo M completo, 

à existe lim m =z EM. O ponto z 

está contido em algum aberto Vy da 

cobertura. Logo, existe e > 0 tal 

que B(z; © C Va. Podemos tomar n 

tão grande que 1/n + dí(z,, 1) < €. 

Então, Sa C B(z; €) pois y E Sn impli- 

É) ca d(Y, Zn) < ijr e portanto d(y, 2) < 

S dy, Tn) + dm 2) <1/N + d(zm 2) < 

<e. Mas então Sa C Va, contra- 

riando o fato de que Sa não está contido numa reunião finita dos conjuntos 
Va. Isto encerra a demonstração. 


Osservações — 1) Embora a propriedade de ser completo não seja 
topológica, a proposição acima mostra que um espaço métrico compacto é 
completo em relação a qualquer métrica compatível com sua topologia. 


Pode-se, reciprocamente, demonstrar que se M é um espaço métrico não . 
compacto, a topologia de M pode ser definida por uma métrica relativa- _ 


mente à qual M não é completo. (Vide Exerce. 24.) 


2) Um espaço topológico X chama-se segiencialmente compacto quan- 
do tôda segiiência em X possui uma subsegiência convergente. Para es- 
paços métricos, como vimos, esta, noção coincide com a de compacidade. 
Mais geralmente, a demonstração acima nos permite concluir que, num 
espaço topológico em que todo ponto possui um sistema fundamental de 
vizinhanças enumerável, a propriedade de Bolzano-Weierstrass implica 
compacidade sequencial. Em particular, um espaço topológico compacto 
em que todo ponto possui um sistema fundamental enumerável de vizinhan- 
ças é segiencialmente compacto. Existem, porém, espaços topológicos: 
não-compactos que são sequencialmente compactos e cada um dos seus 
pontos possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. [Vide 
N. Bourbaki, “Topologie Générale”, Cap. I, § 10, Exerc. 22 (2.º ed.) e 
Cap. IX, $2, Exerc. 15.] Existem ainda-espaços topológicos compactos 
que não são sequencialmente compactos, como se vê no exemplo abaixo. 


EXEMPLOS 


26. Seja X o conjunto de tôdas as funções f :[0, 1] —>[0, 1]. Como 


foi visto no Cap. IV, $6, pode-se introduzir em X uma topologia, chamada. 
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topologia da convergência simples, relativamente à qual se tem fa —>f em X 
se, e sômente se, fn(7) — f(z) em [0, 1] para todo z E [0, 1]. Pelo Teorema 
de Tychonov, (vide Cap. IX) X é compacto. Exibiremos, entretanto, 
uma sequência de funções fa E X que não possui subsegiiência convergente. 
Como se sabe, existe uma aplicação biunívoca S — xs que associa a todo 
subconjunto infinito S = {nı < m< ... < Ng < ...} C N um número 
real zs € [0, 1]. As funções fna :[0,1] — [0, 1] serão definidas pondo-se 


Jal) =0, se x não fôr da forma Ts; 
Jalas) = 0, se n Æ S ou se n = n; € S, par; 
Jales) = 1, se n = nj E §, j ímpar. 


Nenhuma subseqüência de (fa) converge simplesmente no intervalo [0, 1}. 
Com efeito, dada uma subseqüência (fay fay sm.) seja S = {n < 
<m<..<n<..) Temos flzs) = fats) =... = 0 e Jn(zs) = 
= fa(zs) = ... = 0, logo, (frp) não converge no ponto tg. 


27. Para espaços métricos M é válida a recíproca do Teorema de 
Weierstrass: se tôda função real contínua f: M — R é limitada, então M 
é compacto. Com efeito, se M não fôsse compacto, conteria um subconjunto 
infinito sem ponto de acumulação. Seja S = {£1 Tz, ..., Tm...) um sub- 
conjunto enumerável dêsse conjunto infinito. Em particular, nenhum 
ponto de S é ponto de acumulação de 
S. Assim, para cada z, ES, existe 


uma bola fechada D(z,; fn), que não ———/ À 
contém outro ponto de S além de zm--- 
Ponhamos sn = 7n/2. Afirmamos que 
as bolas fechadas D(z,; sn) são duas 

a duas disjuntas. De fato, dados 

m Æ n, suponhamos, para fixar as idéias que Sm < sn. Se existisse um 
ponto z E D(zm; Sm) (| D(an; Sn), teríamos d(zm, 2) < Sn € d(£n 2) < Sn, donde 
dm Tn) S 23n = fa e portanto za E D(z,; ra), um absurdo. Definiremos 


agora uma função f : M — R, pondo f(x) = O se z não pertence a nenhuma 
das bolas D(z,; Sn) e J(x) = E [sn — d(z, xn)] se x E D(En, Sn). Verifica-se 
sem dificuldade que f é uma função contínua, ilimitada em M [pois j(z,) = 
=). Como a métricad:M X M—R é uma função contínua e como 
M X M é completo ou limitado se, e sômente se, M o fôr, segue-se que se 
tôdas as métricas compatíveis com a topologia de M são limitadas então 


M é compacto. Note-se que existem espaços topológicos não-compactos e . 
não-metrizáveis, nos quais tôda função real contínua é limitada. 


Proposição 13 — Para que um espaço métrico M seja totalmente limi- 
A 
tado, é necessário e suficiente que seu completamento M seja compacto. 
e 


am ncia 
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Demonstração: Suponhamos que M seja totalmente limitado. Então, 


A 
o espaço completo M, sendo o fecho de um conjunto isométrico a M, é tam- 
bém totalmente limitado (Prop. 11). Segue-se portanto, da Prop. 12 que 


A A 
M é compacto. Reciprocamente, se M fôr compacto, será também total- 
mente limitado e assim também será M, por ser isométrico a um subcon- 


A 
junto de M. 


Cororário — Um subconjunto de um espaço métrico completo é total- 
mente limitado se, e sômente se, é relativamente compacto. 

Seja © = (Cy) En uma cobertura de um espaço métrico M. Diz-se 
que um número € > 0 é um número de Lebesgue da cobertura © quando a 
seguinte condição é satisfeita: para todo subconjunto S C M com &(S) < e, 
existe um AE L tal que SC Ch. 

Evidentemente, se e > O é um número de Lebesgue da cobertura €, 
todo número real positivo menor do que € ainda será um número de Lebes- 
gue de 6. 


EXEMPLO 


28. Uma cobertura de um espaço métrico, mesmo finita, não possui 
necessãriamente um número de Lebesgue. Por exemplo, seja R? = A U B 
a cobertura do plano R? por meio dos abertos 4 = {(z, y) E R? z x 0) 
e B = {(z, y) E R?; zy # 1}. (A éo complementar do eixo dos y e B é o 
complementar da hipérbole y = 1/x.) Dado qualquer e > 0, podemos to- 
mar z tal que O<r<e Então, os pontos a = (0,1/x) e b = (z, 1/x) 
são tais que d(a, b) = z < €, mas a Ẹ A e b É B, logo, não existe conjunto 
algum da cobertura que contenha ambos os pontos. Assim, nenhum e > O 
é número de Lebesgue da cobertura M = A U B. 


Proposição 14 — Tôda cobertura aberta © = (Ur EL de um espaço 
métrico compacto M possui um número de Lebesgue. 


Demonstração: Se supusermos que nenhum número real positivo é 
um número de Lebesgue para a cobertura $ obteremos, para cada n E N, 
um conjunto Sn tal que (Sa) < 1/n mas nenhum U) contém Sn. Esco- 
Jhamos, para cada n, um ponto Ta € Sa- Passando a uma subsegiiência, 
se necessário, podemos supor que z,—>»z EM. Existe algum AC L tal 
que z € Ux Existe também e>0 tal que B(r;e) C Ux. Tomemos 
n'tão grande que 1/n < €2 e d(z, tn) < €2. Então, para todo y E Sa, 
teremos E 


1 e 
dy, 2) < dy En) + dita, T) < E a <e 


(qE: a o G da da da d a Sa Sa S da Ga Ga da Ga da da Ga oa G CCC CCCTCCCLCCLCLCCCL 
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- Seguese que Sna C B(x;e), donde Sa C Un, uma contradição. 


Proposição 15 — Sejam M, N espaços métricos. Se M é compacto, 
então tóda aplicação continua f :M —N é uniformemente contínua. 


“Primeira demonstração: Dado e> 0, em virtude da continuidade de 
J, todo ponto z E M está contido num aberto U, tal que u E Uz implica 
d(f(u),J(x)) < e/2. Pela desigualdade triangular conclui-se que u, v E Us 
implica d(f(u), J(v)) < e. Seja ô > 0 um número de Lebesgue da cobertura 
(Udzem. Dados uvEM, com d(u,v) < ô, existe s EM tal que 
u,v E Uz e, por conseguinte, d(J(u), J(v)) < e, o que estabelece a continui- 
dade uniforme de f. 


Segunda demonstração: Suponhamos que f não seja uniformemente con- 
tínua. Existe então e > O tal que, para todo n = 1,2,... se podem encon- 
trar Tn, Ya E M com dz, Yn) < ln e dJ(xn), (Yn) 2 e. Passando a uma 
subsegiiência convergente e mudando de notação, se necessário, podemos 
supor que m—> x E M. Então, y —y também. Em virtude da continui- 
dade de f, vem lim dJ(xn), H(yn)) = d(J(x), J(x)) = 0, contradizendo que 
Alta), J(ym)) Z € para todo n. 

Resulta da proposição acima que se M e N são espaços métricos com- 
pactos, então todo homeomorfismo h: M — N, de M sôbre N, é um homeo- 
morfismo uniforme. (Cf. Cap. V.) Em particular, duas métricas equi- 
valentes num espaço métrico compacto M são sempre uniformemente equi- 
valentes. -Os resultados do Cap. V sôbre o espaço de aplicações Ş(X; M) 
do conjunto X no espaço métrico M se tornam bastante simples no caso em 
que M é compacto. Em primeiro lugar, FX; M) = B(X; M) pois tôda 
métrica em M é limitada. Além disso, a topologia de B(X; M) não depende 
da métrica particular tomada em M, mas apenas da topologia de M. 


§ 5. Espaços Localmente Compactos 


Um espaço topológico X diz-se localmente compacto quando todo ponto 
æ E X possui uma vizinhança compacta. 


EXEMPLOS 


29, Todo espaço compacto é localmente compacto pois o espaço in- 
teiro é uma vizinhança compacta de qualquer dos seus pontos. Todo es- 
paço discreto é localmente compacto pois cada um dos seus pontos é uma vi- 
zinhança compacta de si próprio. O espaço euclidiano R”, e em particular 
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a reta R, é localmente compacto pois tôda bola fechada é uma vizinhança 
compacta do seu-centro. Resulta daí (cf. Ex. 23) que todo espaço veto- 
rial normado de dimensão finita é localmente compacto. 


30. O conjunto Q dos números racionais não é um espaço localmente 
compacto. Com efeito, dado z€ Q, qualquer vizinhança V de z em Q 
contém um intervalo racional, no qual certamente existe uma sequência de 
números racionais convergindo em R para um limite irracional, isto é, uma 
segiiência sem subseguência convergente em Q. De maneira análoga se 
vê que o conjunto dos números irracionais também não é um espaço local- 
mente compacto. i 


31. O espaço de Hilbert H (vide Ex. 11, Cap. VI) não é localmente 
compacto. Com efeito, dado z = (£y 2»...,%...) E H, tôda vizinhança 
V dez em H contém uma bola fechada D(z; €). Para mostrar que nenhuma 
tal V é compacta, basta exibir uma sequência (yn) em D(z; €) sem subsegiiên- 
cia convergente. Definirmos Ya = (Ti, T2,- . -p Ta F €, Za -..) e obser- 
vamos que yn— x =e€, donde y E D(z; €) para todo n. Além disso, 
lim — Un] =€ /2 para quaisquer m = n. Logo, (yn) não possui subse- 
giiência de Cauchy e portanto nenhuma de suas subsegiiências converge. 


32. Para que um espaço métrico M seja localmente compacto, é neces- 
sário e suficiente que todo ponto x€ M seja centro se uma bola fechada 
compacta. A suficiência é óbvia. Quanto à necessidade, se M é local- 
mente compacto, dado x € M qualquer, existe uma vizinhança compacta 
Vz. Da definição de vizinhança segue-se que existe uma bola fechada 
D(z;e)C V. Sendo um subconjunto fechado do compacto V, D(z; ©) 
é compacta. - Equivalentemente, M é localmente compacto se, e sômente se, 
todo ponto z E M é centro de uma bola aberta B cujo fecho B é compacto. 


33. A fim de que um espaço vetorial normado E seja localmente com- 
pacto é (necessário, pelo Ex. 32, e) suficiente que pelo menos uma bola 
fechada D(z; €) seja compacta. Com efeito, basta observar que duas bolas 
quaisquer D(z; e) e D(y;n) em E são sempre homeomorfas. Mais precisa- 


mente, o homeomorfismo ` g :E— E, definido por gee) = y+ L (e— x) 


transforma D(z; e) em D(y; n). Segue-se daí que, se um espaço vetorial 
normado E (como H, por exemplo) não fôr localmente compacto, todo sub- 
conjunto compacto de E tem interior vazio. 


34. Pata demonstrar que o espaço C = G([0, 1], R) das funções con- 
tínuas f : [0, 1] > R não é localmente compacto, basta mostrar que a bola 
fechada de raio 1 e centro na origem (função idênticamente nula) não é 
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compacta. Para isso, obteremos uma seqūência-de funções contínuas 
Ja :[0,1]—>R com |f| =1 para todo n e |fm— j| = 1 se mæn 
Poremos 


he) =1, para z> ij 
Ja) = 0, se z < ln + 1) 


Jn linear no intervalo [1/(n + 1), 1/n] 
(vide figura). 


35. Os Exs. 31 e 34 ilustram um 
teorema, devido a F. Riesz, segundo 
o qual todo espaço vetorial normado 
localmente compacto tem dimensão 
finita. Os espaços H e C daqueles 
exemplos não são localmente compac- 
tos porque têm dimensão infinita. 
(Para a demonstração do Teorema de 
Riesz, ver [Dieudonné.)) 


1/4 1/3 4/2 


36. Para que um espaço de Hausdorff X seja localmee contmpacto é 
necessário e suficiente que todo ponto z € X esteja contido num aberto À 
cujo fecho À é compacto. Em outras palavras: que X admita uma cobertura 
por meio de abertos relativamente compactos. Com efeito, se X é local- 
mente compacto de Hausdorff, então todo ponto z € X possui uma vizi- 
nhaça compacta V a qual, por ser X de Hausdorff, é fechada em X. Pela 
definição de vizinhança existe um aberto A em X tal quezEACYV. 
Como V é fechado, temos À C V e portanto À é compacto, por ser um sub- 
conjunto fechado do compacto V. A recíproca é óbvia, mesmo que X não 
seja um espaço de Hausdorff. 


Osservação — De longe, os espaços topológicos mais interessantes 
são os espaços de Hausdorff. Certos autores impõem na definição de es- 
paço normal, de espaço compacto ete., a condição de que o axioma de Haus- 
dorff seja válido. Não o fizemos aqui, especialmente no caso de espaços 
compactos, porque muitos dos teoremas gerais que demonstramos (Cap. V, 
$2) eram válidos sem essa exigência e, além disso, para os espaços métricos, 
caso que nos interessa mais de perto, aquêle axioma é satisfeito automâtica- 
mente. O mesmo não se dá com os espaços localmente compactos. Como 
vimos no Ex. 36 e veremos agora nas proposições seguintes, mesmo as pro- 
priedades mais elementares dos espaços localmente compactos requerem 
o axioma de Hausdorff para serem demonstradas. 


Lembramos que, num espaço topológico X, uma coleção & de vizinhan- 
ças de um ponto z € X chama-se um sistema fundamental de vizinhanças 
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de x quando, para tôda vizinhança V de z em X, existe uma vizinhança 
U €S tal qese UCF. 


Intuitivamente, um sistema fundamental de vizinhanças de x deve 
conter vizinhanças “arbitrâriamente pequenas” de z. 


Proposição 16 — Num espaço de Hausdorff localmente compacto X, as 
vizinhanças compactas de cada ponto constituem um sistema jundamental. 
Demonstração: Seja z € X. Consideremos uma vizinhança arbi- 
trária U D x e mostremos como obter uma vizinhança compacta de x, con- 
tida em U. Sendo X localmente com- 
pacto, x possui uma vizinhança com- 
g pacta V. Como U N V é uma vizi- 
RA nhança de x, existe um aberto 4 em 
Xcom zEAC UNTV. O ponto x 
é um subconjunto fechado do espaço 
de Hausdorff X. A situação é pois a 
do Corolário da Prop. 9: um subcon- 
junto fechado z contido num aberto 
A, tudo dentro do espaço compacto V. 
Logo, existe um aberto B tal que z E 
EB e BC A. Em particular, BC U. 
Aqui, B é aberto em V. Mas, como 
BC A, B é aberto em A e, sendo A 
aberto em X, B é aberto em X. Também o fecho B é tomado em V. Mas, 
como X é um espaço de Hausdorff, o compacto V é fechado em X e por- 
tanto B coincide com o fecho de Bem X. Assim, B é uma vizinhança de 
z, à qual está contida em U, e é compacta por ser um subconjunto fechado 
do espaço compacto V. 


A proposição anterior pode ser estendida do seguinte modo. 

Uma vizinhança de um subconjunto S de um espaço topológico X é um 
conjunto V tal que SC int. V. Em outras palavras, existe um aberto A 
com SCAC V: 

Analogamente, um sistema fundamental de vizinhanças do conjunto S 
é uma coleção © de vizinhanças de 8 tal que, dada qualquer vizinhança V 
de S, existe U € © com SC UCF. 


Proposição 17 — Num espaço de Hausdorjf localmente compacto, as 
vizinhanças compactas de um subconjunto compacto K constituem um sistema 
fundamental de vizinhanças de K. 

Demonstração: Seja V D K uma vizinhança arbitrária de K. Em 
virtude da Prop. 16 podemos obter, para cada ponto z € K, uma vizinhança 
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aberta Az, tal que 4; é compacto e Az C V. Da cobertura K C U Az, po- 
demos extrair uma subcobertura finita K C Az U ...U 4,,. Pomos 
W = An U ... U Azm Evidentemente, W é uma vizinhança compacta 
de K, com KC WC FV. 

Um subconjunto S de um espaço topológico X diz-se localmente je- 
chado em X quando todo ponto z € S possui uma vizinhança U (em X) 
tal que U MS é fechado em U. Isto significa que existe um subconjunto 
fechado F em X, tal que U N F= UNS. 


Mostraremos agora que S é localmente fechado em X se, e sômente 
se, é um subconjunto fechado de um aberto 4 D S, isto é, se, e sômente se, 
S = A AN F é a interseção de um aberto com um fechado. 


Na definição acima, a vizinhança U pode sempre ser tomada aberta 
em X, pois existe um aberto 4 tal que s€ AC U, donde ANS = 
=ANUNS=ANUNF=ANF, e portanto ANS é fechado 
em À. 

Segue-se que S é localmente fechado em X se, e sômente se, S é um sub- 
conjunto fechado de um conjunto A, aberto em X. 


Com efeito, se S é localmente fechado, cada ponto z € S possui uma 
vizinhança aberta Az, tal que 4, N S é fechado em Az, isto é, Az — (4z N 8) 
é aberto (em 4, ou em X, tanto faz). Seja A = U Az. A é aberto em X 


z€s 
econtém S. Afirmamos que S é fechado em 4. De fato, dado y € A — 9S, 
existe x E 8 tal que y E Az — (Az N 8). Como A; NS é fechado em Az, 
y possui uma vizinhança V em A, (a qual é também uma vizinhança de 
y em A) que não contém pontos de As NS, isto é, V N S = Ø. A reci- 
proca é óbvia. 


EXEMPLOS 


37. Todo subconjunto fechado F C X é localmente fechado, a vizi- 
nhança de cada ponto x E F sendo tomada como o espaço inteiro X. Todo 
subconjunto aberto Á C X também é localmente fechado: para cada z E A, 


. À é uma vizinhança de z e A N A é fechado em A. Um intervalo semi- 


«aberto [a, b) é um subconjunto localmente fechado da reta. Para os pontos 
z€ (a,b), o próprio [a, b) é uma vizinhança de x tal que [a, b) N [a, b) é 
fechado em [a,b). Para z = a, tomamos V = qualquer vizinhança de x 
que não contenha pontos à direita de b. Então, V N [a,b) = VM [a, b} 
é fechado em V. 


38. Com base no segmento [1/(n + 1), 1/n] do eixo das abseissas, e 
com altura 1, construamos um triângulo isósceles. Seja S a reunião dos 


e SS RR RREO 


200 ESPAÇOS COMPACTOS Cap. VII 


lados oblíquos dêsses triângulos, para n = 1,2,3,... Sé o gráfico de uma 
função continua definida em (0, 1] e portanto é um subconjunto fechado de 
(0,1] X R. Segue-se que S é local- 
mente fechado no plano. 


Prorosição 18 — Num espaço de 
Hausdorfj localmente compacto X, 
todo subconjunto localmente fechado 
S é localmente compacio. Reciproca- 
mente, em qualquer espaço de Hausdorff 
X, todo subconjunto localmente _ com- 
pacto SS É localmente Fechado e em X. 


Demonstração: Seja S localmen- 
—— te fechado em X. Todo ponto z € S 
possui uma vizinhança U em'X tal 
que U N S= U N F, onde F é fecha- 
do em X. Pela Prop. 16, x possui uma vizinhança compacta V em X tal que 
VCU,istoé VNU=vV. Então, V N S é uma vizinhança de z em S 
(cf. Prop: 14, Cap. III) e, como VNS=VNUNS=VNUNFa 
= V N F = subconjunto fechado do compacto V, segue-se que V N S é 
compacta e portanto S é localmente compacto. Reciprocamente, seja S 
um subespaço localmente compacto do espaço de Hausdorff X. Todo 
ponto z E S possui uma vizinhança compacta V N S, onde V é uma vizi- 
nhaça de z em X. Como X é um espaço de Hausdorff, o subconjunto 
compacto V N S deve ser fechado em X. Em particular, V N 8S é fechado 
“em V e, por conseguinte, S é localmente fechado. 


1/4 4/3 1/2 4 


Cororário 1 — Os subconjuntos fechados, bem como os subconjuntos 


abertos de um espaço localmente compacto de Hausdorff, são localmente com- 
pactos. 


CoroLário 2 — Todo subconjunto localmente compacto S, denso num 
espaço de Hausdorfj X, é aberto em X. 

Com efeito, S é localmente fechado em X. Logo, existe um aberto A 
em X tal que SC A e sS é fechado em 4. Mas S, sendo denso em X, é 
também denso no aberto A. Logo, S= A. E 

Cororário 3 — Todo espaço métrico localmente compacto M é um 
subconjunto aberto do seu completamento M. 


CoRoLÁRIO 4 — Todo espaço métrico localmente compacto é homeomorfo 
a um espaço métrico completo. (Ou seja, sua topologia pode ser definida por 
uma métrica em relação à qual êle é completo.) 
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O Coro). 4 segue-se do Corol. 3 e do Ex. 8, Cap. VI. Uma conseqüên- 
cia do Corol. 4 é que todo espaço métrico localmente compacto é um espaço 
de Baire. Mais geralmente, temos a proposição seguinte. 


Proposição 19 — Todo espaço de Hausdorfj localmente compacto é um 
espaço de Baire. = 


Demonstração: Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. 
Dada uma família enumerável (A,) de abertos densos em X, devemos pro- 
var que § =N 4, é um subconjunto denso de X, isto é, que um aberto 
não-vazio arbitrário U, contém algum ponto de S. Em virtude da Prop. 
16, podemos supor que U, é compacto. Como Ay é denso em X, U, NA: 
é um subconjunto aberto não-vazio de X. Ainda pela Prop. 16, existe um 
aberto não-vazio Us,comUz C U: N 41. Como A, é denso em X, U, NA: 
é aberto e não-vazio. Logo, existe um aberto não-vazio Us, com Us C U: N As 
e assim sucessivamente. Obtemos uma segiência VU, DU.DUV:D ... 
com Um C Un N An, à qual tem evidentemente a propriedade da inter- 
seção finita., Como U, é compacto, existe um ponto zE NU, Para 
todo n, portanto, z E Um C Un N An. Em particular, z E 4, para todo 
n, isto é, z E S. Também z E U, o que demonstra a proposição. 


Proposição 20 — O produto cartesiano X X Y é localmente compacto 
se, e sômente se, cada um dos fatôres X, Y é localmente compacto. 


Demonstração: Sejam X e Y localmente compactos. Dado um ponto 
(x,y) E X XY, z possui uma vizinhança compacta U em X, e y possui 
uma vizinhança compacta V em Y. Então, U X V'é uma vizinhança de 
(z, y) em X XY, a qual é compacta, pela Prop. 8. Reciprocamente, se 
X X Y fôr localmente compacto, provemos, por exemplo, que X é local- 
mente compacto. Dado z € X, tomemos y € Y qualquer, e uma vizi- 
nhaça compacta V do ponto (z, y) em X X Y. Como a projeção 
pı: X X Y —X é uma aplicação contínua, p;(V) é um subconjunto com- 
pacto de X. E como pı é aberta, pi(V) é uma vizinhança de z. Logo, X 
é localmente compacto e do mesmo modo se prova que Y é. 


Coronário — O produto cartesiano X, X...X Xn é localmente com- 
pacto se, e sômente se, cada um dos jatóres X1,..., Xn é localmente compacto. 


EXEMPLO 


39. O conjunto Q” dos pontos do espaço euclidiano R” cujas coorde- 
nadas são números racionais não é localmente compacto pois é o produto 
cartesiano de n cópias de Q, o qual não é localmente compacto. 
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Consideremos agora o importante conceito de “compactificação” de 
um espaço topológico. 

Intuitivamente, uma compactificação de um espaço topológico X 
é um espaço compacto Y que contém X. Então, o fecho X, de X em Y, é 
também compacto e portanto não há necessidade de considerar os pontos 
de Y fora de X. Em outras palavras, podemos supor que X é denso em Y. 

Mais precisamente, uma compactificação do espaço topológico X é 
uma aplicação contínua q: X—>Y tal que Y é compacto, (X) é denso 
em Y e œ é um homeomorfismo de X sôbre q(X). 


EXEMPLOS 


40. Uma compacetificação importante é fornecida pela projeção este- 
reográfica (Cap. H, Ex. 10). Sua inversa p: R” — S” é um homeomorfis- 
mo de R” sôbre S” — p. (p = pólo norte da esfera S”"). Assim, o : R” — S” 
é uma compactificação do espaço euclidiano. Trata-se de uma compacti- 
ficação especial, chamada “compactificação de Alexandrov”, porque o 
espaço compacto S” é obtido acrescentando-se a (uma cópia homeomorfa 
de) R” apenas um ponto, que frequentemente se chama o ponto no infinito. 


41. Outra compactificação do espaço R” pode ser obtida com a bola 
unitária D” =(zER";zZ<I). Seja y:R">D" o homeomorfismo de 
R” sôbre a bola aberta B” = {z € R”; |z| <1), definido por (z) = 
= z|(1 + |z|). Como o fecho de B” = «(R”) é tôda a bola fechada D”, 
p é uma compactificação de R”. Neste caso, D” — q(R") = S™! = 
= {z E R”; |z| =1) = esfera unitária de dimensão n — 1, logo, œ não é 
uma compactificação de Alexandrov. 


42. Em Geometria Projetiva, usa-se uma compactificação de R” que 
consiste em lhe acrescentar o “hiperplano no infinito”, obtendo assim o 
espaço projetivo P”. Do nosso ponto de vista, (vide definição de P” no 
Exerc. 15 do Cap. 1) essa compactificação pode ser descrita como a apli- 

- cação composta ` 


Rr pr Bo, pr pr 


p=m'oBoa: Rº— Pr, onde a(x) = z/(1 + |z|) é um homeomorfismo 
de R” sôbre a bola unitária aberta B”, 8 é o homeomorfismo de B” sôbre o 
hemisfério norte aberto H” = {z = (z! ,..., 2) E RH; |z| = 1, 2> 0), 
definido por o) = (y, V1 — |y|/), e m’ :H”— P” é a restrição a H” 
da projeção canônica m : S” — P”. Note-se que 7º é um homeomorfismo 
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sôbre P” — m(S”1). Assim, p é um homeomorfismo de R” sôbre o com- 
plementar do “hiperplano” m(S”1) em P”. (Estamos indicando com 8-1 
o equador de S”, isto é, Sl = {z E Sa" =0)) 


OBSERVAÇÃO — À noção de compactificação é análoga à de completa- 
mento mas nenhuma das duas inclui a outra como caso particular. Cha- 
mamos a atenção, em especial, para o fato dê que, se X fôr um espaço mé- 
trico, então tôda compactificação de X que seja também um espaço mé- 
trico (isto não acontece sempre) é necessâriamente completo, por ser com- 
pacto, mas não é em geral um completamento de X porque o homeomor- 
fismo ọ : X — (X) pode não ser uma isometria. Assim é que um espaço 
métrico completo, como é R”, possui a compactificação S” (e muitas outras) 
mas não possui completamento diferente de si próprio. A esfera S” pode 
ser considerada como completamento do espaço métrico (R”, p) onde p(z, y)= 
= |o(x) — (gl, p : Rº — S" sendo a inversa da projeção estereográfica. 
Do mesmo modo as métricas p’ e p”, induzidas em R” pelos homeomorfis- 
mos &:R”— B” e m oßog:R”— P” — w(S”1) respectivamente, são 
equivalentes à métrica usual e os completamentos de (R”, p') e (R”, p”) 
são respectivamente o disco unitário D” e o espaço projetivo P”. 


Interessa-nos aqui a compactificação por meio de um ponto, a qual se 
relaciona com os espaços localmente compactos. 


. Uma compactificação de Alexandrov de um espaço topológico X é uma 
aplicação q : X — X* tal que: 


1.º) X* é um espaço compacto de Hausdorff; 
2.º) p é um homeomorfismo de X sôbre p(X); 
3º) X* = AX) U w, w E (8). ; 
O ponto w tal que X* — (X) = {w}, chama-se o ponto no infinito 
da compactificação q : X -> X*. 


Muitas vêzes, por simplicidade, diz-se que X* é a compactificação de 
Alexandrov de X, deixando subentendida a aplicação g. 


OBSERVAÇÃO — O complementar de um ponto num espaço topológico, 
ou é fechado ou é denso (conforme o ponto em questão seja isolado ou não). 
Como um subconjunto fechado de um espaço compacta é compacto, segue- 
se que, ou q(X) é denso em X* ou é compacto. Por isso, ao definir a com- 
pactificação de Alexandrov, não impusemos a condição de que «(X) fôsse 
denso em X*. Se tal condição não fôr satisfeita, tem-se o caso trivial em 
que X já é compacto e X* consiste de um espaço homeomorfo a X e mais 
um ponto isolado. 
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Reciprocamente, se X fôr compacto, tôda compactificação de Ale- 
xandrov q : X —» X* é tal que (X) é um subconjunto compacto (e por- 
tanto fechado) do espaço de Hausdorff X*. Logo, w = X*— y(X) é um 
ponto isolado e X* é a soma topológica de um conjunto «(X), homeomorto 
a X, mais um ponto isolado. 


Proposição 21 — Todo espaço de Hausdorjj localmente compacto possui 
uma compactificação de Alexandro. 


Demonstração — Consideremos um objeto qualquer w que não per- 
tença a X e ponhamos X* = X U {w}. Definamos q :X > X* como a 
aplicação de inclusão (x) = z. Para introduzir uma topologia em X*, 
chamaremos de abertos em X* os subconjuntos abertos de X e mais os 
conjuntos da forma 4 U {w} onde A é um aberto em X tal que X — A 
é compacto. Verifiquemos os axiomas. É óbvio que Ø e X* são abertos. 
Em seguida, sejam 4, B, C, D abertos em X, com X — Ce X — D compac- 
tos. Então X-(CND=(X-OQU(X-D) é compacto. A in- 
terseção de dois abertos em X* tem uma das formas A NB,AM(C Ulw)= 
=ANC, ou (CU {NDU Lo) = (CN D) U {w}. De qualquer 
forma, essa interseção é ainda um aberto em X*. Finalmente, sejam (A) 
e (By) famílias de abertos em X, ondecada X — B, é compacto. 
Então, A = U A e B = U B, são abertos em X e X— B = N(X — Bs) 
sendo uma interseção de fechados, é um subconjunto fechado de X, contido 
em qualquer dos compactos X — B,. Logo, X — B é compacto e, anàlo- 
gamente, X — (A U B) é compacto. Uma reunião de abertos em X* tem 
uma das formas UA = A, U (B, U (w)) = BU {w} ou y, UB, U {w})= 


= (A U B) U {w}. De qualquer modo, tal reunião é um subconjunto 
aberto de X*, 

Se A* C X* é aberto, então A* MN X é aberto em X. [Basta notar 
que, dado A C X, (A U {w} A X = A Isto significa que p:X>X* 
é contínua. Além disso, todo conjunto AC X, aberto em X, é aberto 
em X*. Logo, y é uma aplicação aberta e, por conseguinte, um homeomor- 
fismo de X sôbre (X). 

Mostremos agora que X* é compacto. Dada uma cobertura aberta 
(Ca) de X*, o ponto no infinito w pertence a um Cy, o qual deve ter a for- 
ma Cy = AU {w}, onde AC X é aberto e X — A é compacto. Os de- 
mais conjuntos Ch, À = Ao, constituem uma cobertura aberta de X— A 
da qual se pode extrair uma subcobertura finita X — A, C ONU- -U Cx 
Logo, X* = (UU... U Cap provando a compacidade de X*. 

Finalmente, verifiquemos que X* é um espaço de Hausdorff. Dois 
pontos distintos quaisquer z, y pertencentes ao espaço de Hausdorff X pos- 
suem vizinhanças abertas disjuntas A, BC X, as quais são abertas tam- 
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bém em X*. Por outro lado, dados x € X e w, podemos obter um aberto 
AC X cm zE A e À compacto, em virtude da compacidade local do 
espaço de Hausdorff X. Então, (X — 4) U {w} é uma vizinhança aberta 
de w, disjunta da vizinhança À 5 z, o que conclui a demonstração. 


Osservação — Sômente um espaço de Hausdorff localmente com- 
pacto X pode possuir uma compactificação de Alexandrov q: X — X*, 
Com efeito, sendo X* um espaço de Hausdorff, o ponto no infinito w é um 
subconjunto fechado e portanto (X) = X* — {w} é um subconjunto 
aberto do espaço de Hausdorff (localmente) compacto X*. Pelo Corolá- 
rio da Prop. 18, p(X) é um espaço de Hausdorff localmente compacto, e 
portanto X também é. 

A proposição abaixo demonstra a unicidade da compactificação de 
Alexandrov. 


Prorosição 22— Sejam p :X —> X* e Y: X — X* compactificações 

de Alexandrov do mesmo espaço (de Hausdorjf, localmente compacto) X, com 
= XU {w*} e X* =X U {w°}. Erisie um 
homeomorjismo h: X* — X* tal que hop = 


e hw*) = w*. 

Demonsiração: A aplicação h :X*— X* já 
está definida no enunciado. Tem-se A(w*) = w* 
e, em p(X), h reduz-se ao homeomorfismo k = 


= ŲY og! :e(X)—> YX). Mostremos que h é x’ PRE AR 
contínua no ponto w*. Para isso, seja B uma 

vizinhança aberta de w” em X*. Então, X*— B é fechado em X* 
e portanto um compacto, contido em Ņ (X). Logo, X*— B = h(K), 
onde KC (X) é compacto. Como X* é de Hausdorff, K é fecha- 
do em X*, donde K = X*—- A, A uma vizinhança aberta de w*. 
Segue-se que X* — B = A(K) = MX* — A) = X* — h(A), a última igual- 
dade sendo válida porque A é uma correspondência biunívoca entre X* e 
X*. Logo, B = h4), o que prova a continuidade de h no ponto w*. As- 
sim, À é uma aplicação contínua e biunívoca do espaço compacto X* no 
espaço de Hausdorff X*. Pela Prop. 5, h é um homeomorfismo de X* 
sôbre X*. 


Cororário — Sejam p:X > X* e y:Y-— Y* compaciificações de Ale- 
sandrov. Todo homeomorfismo h:X — Y estende-se a um homeomorfismo 
h* : X* — Y*, que transforma o ponto no infinito de X* no ponto no infinito 
de Y+. 

Quando dizemos “estende-se” estamos imaginando X C X* e Y C Y*. 
A rigor, portanto, queremos dizer que h*o g = yo h. 
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Para demonstrar o Corolário, basta notar que, sendo À um homeo- 

morfismo, Ych:X-—»Y*e q:X-— X* são ambas compactificações de 

Alexandrov do mesmo espaço X. A existên- 

Y cia de h* segue-se então da Prop. 22. Em 
resumo: 


PA 4 ” Para que um espaço topológico X possua 

É uma compactificação de Alexandrov q :X > 

a > X*, é necessário e suficiente que X seja 

Y um espaço de Hausdorff localmente com- 

pacto. A compactificação de Alexandrov é 

única, a menos de um homeomorfismo: tem-se, essencialmente, X* = 

= X U {w}, as vizinhanças do ponto no infinito w sendo os conjuntos da 

forma A U {w}, onde 4 = X — K é o complementar de um subconjunto 

compacto de X. Se X já é um espaço de Hausdorff compacto, X* é a soma 
topológica de X com um ponto isolado w É X., 


EXEMPLOS 


43. A aplicação q :R"”— S”, inversa da projeção estereográfica, é 
a (essencialmente única) compactificação de Alexandrov do espaço eucli- 
diano R”. Em particular, o círculo S! fica caracterizado como a compac- 
tificação de Alexandrov da reta. 


44. Seja X = 8? — {p,q} o espaço obtido retirando-se da esfera o 
pólo norte p e o pólo sulg. Seja X* C R? a superfície gerada pela rotação, 
em tôrno do eixo dos z, do círculo de 
raio 1/2 e centro no ponto (1/2, 0) do 
plano xz. (Círculo vertical de raio 
1/2, tangente ao eixo dos z na origem 
de Rº.) Seja p :X — X* a aplicação 
que projeta cada ponto a E 8º — 
— (p, q} no primeiro ponto em que a 
vertical passando por q corta a su- 
perfície X*. Vê-se, sem dificuldade, 
que é um homeomorfismo de X sô- 
bre X* — (0). Logo, X* (uma esfera 
com 2 pontos antípodas identificados) 
é a compactificação de Alexandrov 
de S? — {p, q). 

Um espaço de Hausdorff localmente compacto diz-se enumerável no 
infinito quando, em sua compactificação de Alexandrov X* = X U {o}, 
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o ponto no infinito w possui um sistema fundamental enumerável de vizi- 
nhanças. 


Proposição 23 — As seguintes afirmações a respeito de um espaço 
de Hausdorff localmente compacto são equivalentes: 


1) X é enumerável no infinito; 
2) X = U Ln é uma reunião enumerável de partes compactas; 


3) X = U Kn é reunião enumerável de partes compactas tais que, para todo 
n=1,2,3,..., Ka C int Kan. 


Demonstração: Provaremos as implicações )> 2)=3)= 1). 


1) => 2) — Substituindo, se necessário, cada vizinhança por seu in- 
terior, podemos afirmar que w possui um sistema fundamental enumerável 
de vizinhanças abertas Bı, Bz, ..., Br... cujos complementares Dn = 
= X* — B, são portanto compactos. Como todo ponto x E X é um sub- 
conjunto fechado de X*, dado qualquer z E X, existe um índice n tal que 
a vizinhança B, Ð w não contém x, isto é z E La. Por conseguinte 
X = U Ln 


2) = 3) — Pomos K; = Lı; escolhemos, de acôrdo com a Prop. 18, 
uma vizinhança compacta de Lz e a chamamos de Kz; para K, escolheremos 
uma vizinhança compacta de K: U Ls. Mais geralmente, tendo definido 
Kı, ..., Kn com K;C int. Km e L;C Ki, tomamos uma--vizinhança 
compacta de Ka U Lar e a chamamos de K+. Desta última inclusão 
segue-se que X=UK,n=L2,3,.... a 


3) => 1) — Em primeiro lugar, mostremos que cada subconjunto com- 
pacto LC X está contido em algum dos K,. Com efeito, temos X = 
= U int. K, donde, em particular, LC U int. K, Desta cobertura 
aberta de L extraímos uma subcobertura finita L C int. K,U...U int. Kn. 
Seja m = máx.(m,..., n}. Então, LC int. Km C Km. Em seguida, para 
cada n EN, seja An = X- Ka. Os conjuntos 4, U {w} constituem 
um sistema fundamental de vizinhanças de w em X*. De fato, dada uma 


` vizinhança de w, ela contém uma vizinhança aberta, da forma B U {w}, 


com B = X — L, L um subconjunto compacto de X. Como vimos, existe 
m tal que LC Km e portanto Am = X — KnC X-— L= B, donde 
An U {w} C BU {w}, concluindo a demonstração. 


EXEMPLOS 


45. O espaço euclidiano R” é enumerável no infinito. Isto pode ser 
verificado observando-se que R” é reunião das bolas fechadas de centro 


mei semear sã 
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na origem e raio inteiro, ou então notando-se que sua compactificação de 


Alexandrov S” sendo um espaço métrico, o ponto infinito de S” possui um _ 


sistema fundamental enumerável de vizinhanças. Mais geralmente, se 
um espaço métrico localmente compacto M é tal que sua compactificação 
de Alexandrov M* = M U {w} é metrizável, então M é enumerável no 
infinito, pois o ponto w, como todo ponto de um espaço metrizável, possui 
um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. No capítulo seguinte 
mostraremos que, reciprocamente, se um espaço métrico localmente com- 
pacto M é enumerável no infinito, então sua compactificação de Alexandrov 
M* é um espaço metrizável. 


46. Um espaço discreto X contendo uma infinidade não-enumerável 
de pontos fornece um exemplo de espaço metrizável localmente compacto, 
que não é enumerável no infinito. Com efeito, um subconjunto compacto 
de X é necessãriamente finito, logo X não pode ser uma reunião enumerável 
de compactos. Em particular, a compactificação de Alexandrov X* não 
é metrizável. No capítulo seguinte, mostraremos que todo espaço métrico 
localmente compacto e conexo é enumerável no infinito. 


47. Sem poder, por enquanto, demonstrar tôdas as afirmações, dare- 
mos um exemplo de espaço localmente compacto, conexo e não-enumerável 
no infinito. Basta considerar o espaço X* das funções reais f : R — 0, 1), 
com a topologia da convergência simples. (Vide Cap. IV, $6.) Pelo 
Teorema de Tychonov (vide Cap. IX) êste espaço é compacto. Mas nenhum 
dos seus pontos possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. 
Tomemos um ponto w € X* e ponhamos X = X* — {w}. A compacti- 
ficação de Alexandrov de X é X* = X U {w} mas o “ponto no infinito” 
w não possuindo um sistema fundamental enumerável de vizinhanças, ve- 
mos que X não é enumerável no infinito. 


48. O conjunto Q dos números racionais mostra que um espaço topo- 
lógico pode ser uma reunião enumerável de partes compactas sem ser lo- 
calmente compacto. 


$ 6. Exercícios 


1. Dada uma cobertura aberta € do intervalo [a, b], é possível obter números ti, 
com a=b<h<...<th=b, tais que os intervalos [&, tim), ¿= 0,1, ... n — 1l, 
têm todos o mesmo comprimento e cada um dêles está contido em algum conjunto U da 
cobertura €. i 


2. Uma cadeia de subconjuntos de um conjunto X é uma coleção %Y de partes de X 
tais que dados F, GE W ou F C Gou GC FP. Tôda cadeia de partes não-vazias de um 


conjunto X tem a propriedade da interseção finita. 
« 


LLLA 


ce 


2333922222. 


t 


23209. 


| 


2 
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3. Seja X um conjunto bem-ordenado não-enumerável, possuindo último elemento 
Q, tal que para cada a € X — {9} o conjunto {z € X;z <a) é enumerável. (CJ. 
Exerc. 15, Cap. III.) Consideremos em X a topologia da ordem, na qual uma base de 
abertos é formada pelos intervalos abertos (a,b) = {z E X;a <z <b}. Sabendo que, 
num conjunto bem ordenado, tôda sequência decrescente T1 È T22 ... Z In? ... 
assume apenas um número finito de valôres, mostre que X é compacto. 


4. Se, num espaço de Hausdorff X, um ponto z não é isolado então o subespaço 
X — {z}. não pode ser compacto. Em particular, no exercício acima, Y = X — {9} 
não é cômpacto. Entretanto, como todo conjunto infinito contém um subconjunto 
infinito enumerável e todo subconjunto enumerável de Y é limitado, o argumento do $1, 
que demonstra o Teorema de Bolzano-Weierstrass, se aplica para mostrar que todo sub- 
conjunto infinito de Y possui um ponto de acumulação. 


5. Num espaço topológico El, as seguintes condições são equivalentes: 
- a) Todo subconjunto infinito tem um ponto de acumulação. 
b) Tôda seqüência possui uma subsegiiência convergente. Em particular, todo 


espaço compacto EÍ é sequencialmente compacto. O espaço Y do Exerc. 4 é El e se- 
quencialmente compacto mas não é compacto. 


6. Se tôda função real contínua f : X — R é limitada então tôda função real con- 
tínua em X atinge seus extremos. 


7. Num espaço segiencialmente compacto, tôda função real contínua é limitada. 
Para o espaço Y do Exerc. 4, vale o resultado mais preciso seguinte: tôda função conti- 


nua f: Y — R admite uma extensão contínua (única) F: X —>R. Como X é compacto, 
isto implica f ser limitada. 


8. Num espaço topológico qualquer X, o subespaço S formado pelos pontos zn 
de uma seqüência convergente e mais o limite a dessa seqüência é um espaço compacto. 


9. Tôda aplicação aberta (em particular, todo homeomorfismo local, vide Cap. II, 
pág. 66) de um espaço compacto X num espaço de Hausdorff conexo Y é sóbre Y. Con- 
cluir. que É: R > S}, E(t) = eT, é sôbre S} 


10. Seja C!=C! ([a, b]; R) o conjunto das funções f : (a, b]—R que possuem derivada 
contínua em todos os pontos de [a,b]. C! é um espaço vetorial, no qual consideramos 
a norma |f|» = sup. {11 + I0}. Uma função h E C! chama-se um difeomor- 

ast 


jismo (de classe C!) quando À possui um inverso h-!: h (la, b]) — [a, b] que também tem 
derivada contínua em todos os pontos. Para que h E C! seja um difeomorfismo, é ne- 
cessário e suficiente que h' (x) = O para todo x Ela, b]. O conjunto dos difeomorfismos 
é aberto no espaço Cl. 


11. Sejam X um espaço compacto e M um espaço métrico. O conjunto das apli- 
cações contínuas de X sôbre M é fechado em @(X; M) (topologia da convergência uni- 
forme.) 


12. Tôda função semicontínua inferiormente f : X — R, definida num espaço com- 
pacto X é limitada inferiormente e atinge o seu mínimo num ponto zo € X. Resul- 
tado análogo para funções semicontínuas superiormente. 


13. Seja M um espaço métrico compacto. Tôda aplicação j:M —>N tal que 
dx), f(y)) = diz, y) para quaisquer z, y E M é sôbre M. (Isto é tôda imersão isomé- 
trica f : M — M é uma isometria de M.) 
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14. Seja M um espaço métrico compacto. Se uma aplicação contínua f:M > M 
é tal que d(j(x), f(y)) Z dz, y) para quaisquer z, yE M, então f é uma isometria de M. 


15. Tôda função limitada f : X — R cujo gráfico é fechado é contínua. Dê exem- 
plo de uma função descontínua f : [0, 1] — R cujo gráfico é um subconjunto fechado de 
[0, 1] X R. 


16. Prove: a) Nem todo espaço compacto é metrizável. 


b) Um æspaço localmente compacto Ei de Hausdorff pode ser sequencialmente 
compacto sem ser compacto. 7 

c) Todo espaço quociente de um espaço compacto é compacto. 

d) Se todo subespaço de um espaço de Hausdorff é compacto, então o espaço em 
questão é fin to. 


e) Se uma topologia compacta é mais fina do que uma topologia de Hausdorff, en- 
tão as duas coincidem, 


J) As componentes conexas de um espaço compacto são compactas. 
9) Um espaço localmente compacto de Hausdorff pode não ser norma. 


h) Um espaço compacto localmente conexo possui apenas um número finito de com- 
ponentes conexas, 


17. As seguintes condições são necessárias e suficientes para que um espaço métrico 
M seja compacto: 


a) Tôda cobertura aberta enumerável possui uma subcobertura finita. 


b) Tôda segiência decrescente Fy DFD... D FnD... de subconjuntos fe- 
chados não-vazios tem interseção não-vazia NM Fn. ... 


c) Todo subconjunto fechado e discreto é finito. 


18. Um conjunto infinito X, munido da topologia cujos abertos são os complemen- 
tares das partes finitas de X, é compacto, todos os seus pontos são fechados e todos os 
seus subconjuntos (fechados ou não) são compactos. Obter uma sequência decrescente 
de subconjuntos fechados FD F2 D ... D Fa D..., com N Fn = Ø, cada um dos Fn 
sendo infinito. 


19. Seja X = lr, 22...) Zn- - -s @, b}. Definir em X uma topologia ta' que cada 
um dos pontos £n é isolado, zn > a e £n —>b. X é compacto, seus subconjuntos 4 = 
= {£n... Zm.. a} e B=izp..., Zn -.., b} são compactos e A N B não é compacto. 


20. Dados dois pontos z= y num espaço vetorial E, & reta zy é o conjunto dos pon- 
tos tz + (L — t)y, onde ż¿ assume todos os valôres reais. Um subconjunto A CE diz-se 
uma variedade afim quando, para z = y quaisquer em 4, a reta zy está contida em A. 
(Um ponto e o conjunto vazio são variedades afins.) Para que um subconjunto não- 
-vazio À C E seja uma variedade afim é necessário e suficiente que existam a E E e 
um subespaço vetorial SCE tais que A=a+S=(a+vvES). A interseção 


de uma família qualquer de variedades afins de um espaço vetorial E é uma variedade. . 


afim de E (que pode ser vazia). A variedade afim A(X), gerada por um subconjunto 
X C E é a interseção dé tôdas as variedades afins de E que contém X. A(X) consiste 
de tôdas as combinações lineares È Az; com zy..., in E X e M +...+ A, = 1. Todo 
conjunto convexo XC R” tem interior não-vazio na variedade afim A(X) gerada por X. 
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21. Seja Pa o subespaço vetorial de G(la, bl; R) formado pelos polinômios de grau 
<n. P, tem dimensão n +1, logo, é um subconjunto fechado de Gila, bl; R). (To- 
pologia da convergência uniforme.) Um teorema clássico de Weierstrass diz que tôda 
função contínua f : [a, b} R é limite uniforme de uma seguência de polinômios. Isto 
significa que P = U Pn é denso em € (fa, bl; R. Concluir que se f = lim py (uniforme- 
mente) e os polinômios pp têm graus limitados, então f é um polinômio. A aplicação 
p:Pn >R”! tal que (m +a, +... + anz”) = (09, ay..., an) é um isomorfisme. de 
espaços vetoriais, donde é um homeomorfismo. Concluir que uma sequência de poli- 
nômios pk converge uniformemente para um polinômio p no intervalo fa, bl se, e sômente 
se, cada coeficiente de pk converge para o coeficiente correspondente de p. Fixados ar- 
bitrâriamente n+ 1 pontos distintos to, &y,..., in em [a, b], a aplicação E: Pp — R"! tal 
que Ep) = (p(to), p(t1),-.., Pltn) é um isomorfismo de espaços vetoriais. Concluir 
que uma sequência de polinômios de grau Ên converge uniformemente no intervalo 
fa, b] se, e sômente se, a sequência converge simplesmente em n + 1 pontos fixados em 
Ta, b]. 


22. O conjunto O(n) das matrizes ortogonais reais n X n é um subespaço compacto 
de R”?, O(n) tem duas componentes conexas, a saber: o grupo SO(r) das matrizes orto- 
gonais com determinante +1 e o conjunto das matrizes ortogonais com determinante —1. 


23. Se f: M —> R fôr uma função contínua ilimitada no espaço métrico M = (M, d) 
a métrica di(z, y) = d(z,y) + |Kx) — f(y)] é ilimitada e equivalente a d. Concluir 
que um espaço métrico é compacto se, e sômente se, é limitado em relação a qualquer 
métrica compatível com sua topologia. 


24, A finalidade dêste exercício é provar que, se um espaço métrico M é completo 
em relação a qualquer métrica compatível com sua topologia, então M é compacto. Pelo 
exercício anterior, basta mostrar que se existe alguma métrica ilimitada compatível com 
a topologia de M, então M é homeomorfo a um espaço métrico não completo. Pela 
Observação 2 que segue a Prop. 10, Cap. VI, M é isométrico (e portanto pode ser identi- 
ficado) a um conjunto de vetores = O num espaço vetorial normado E. Ora, a aplicação 
p:E-— 40) >E — (0), definida por pw) = v/|v|2 é um homeomorfismo (pl =) 
com a seguinte propriedade: dada uma seqgiiência de pontos zn € E — (0) com |z;|> œ, 
tem-se (za) — 0. Conclua que, se a métrica de M fôr ilimitada, «(M) não é fechado em 
E, logo, M é homeomorfo a um espaço métrico não completo. 


25. Uma função f:la,b]>R diz-se regrada quando possui limites laterais (vide 
Exerc. 27, Cap. IV) em todos os pontos de [a,b]. Uma função f : la, b] > R é regrada 
se, e sômente se, é limite uniforme de funções simples. (Cf. Exere. 25, Cap. VI.) Em ou- 
tras palavras, o conjunto das funções regradas é o fecho © do conjunto das funções sim- 
ples no espaço Gíla, b]; R). 


26. Um caminho f : fa, b] > E num espaço vetorial normado E diz-se retilineo quan- 
do (ta + (1-8) = ta) + (1—i)f(b) para 0 <1< 1 qualquer. Um caminho j :[a,b])> E 
diz-se poligonal quando existem números &, com a=t<h<...<tn =, tais que 
a restrição de f a cada intervalo [ż;, ti] é um caminho retilíneo. Provar que o conjunto 
dos caminhos poligonais f : [a, b] > E é denso no espaço Œ (la, b}; E) de todos os caminhos 
[a,b] > E. (Topologia da convergência uniforme.) 


27. Comprimento de arco, Uma partição do intervalo [a,b] é um conjunto finito 
P = {a= <t <...< tn =b}. Diz-se que a partição P refina a partição Q quando 
PDQ. A norma de uma partição P = {i} é o número |P] = máx. {]tm — blji= 
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= 0,1,...,n — 1). Dado um caminho f : [a, b} > M no espaço métrico M e uma parti- 
ção P = {a = tọ < h<... < in = b} do intervalo la, b}, escreve-se Kf; P) = di jito), ty) + 
+- t dln), Htn). Se P refina Q então K$;P) > L(f;Q). O caminho f diz-se re- 
tificável quando o conjunto dos números X(f; P), onde P varia entre tôdas as partições de 
la, b), é limitado. O comprimento de um caminho retificável f : [a, b] — M é definido 
por Xf) = sup. Kj; P). Todo caminho poligonal f num espaço normado é retificável e 


seu comprimento é igual a Dla;m — aij, se f é formado pelos segmentos de reta 

[ao arl,. - -» [an-1, anl. Dado um caminho retificável f : (a, b) > M num espaço métrico M, 

tem-se I(J) E Ki P) no sentido seguinte: dado arbitràriamente e > 0, existe 0 > 0 
> 


tal que |P] <ò implica Kf) — KJ; P) <e. O caminho f:[0,1] — R°, definido por 
Jo) = (tt sen(1/)), não é retificável. Um caminho retificável f :[a, b] >R chama-se 
às vêzes uma “função de variação total limitada”. Se f € C! (la, bl; R) então f é retifi- 


b 
cável e Kf) -Í | J) | di. Para que jf:[a,b]—R” seja retificável, é necessário 
suficiente que ft) = (ft), -..» fni), onde cada f;:l0,b] — R é retificável. 


b uasna 
Se cada ji E C! então f é retificível e US) = Í VP +... di, se 


tomarmos em R” a norma |z| =V(z)) +... + (zm). Seja R = R (la, b!;M) o subes- 
paço de Cfa, b); M) formado pelos caminhos retificáveis. A função real 1: N— R que 
associa a cada f E R o seu comprimento (f), é semicontinua inferiormente, mas não é 
contínua, - 

Sejam «o: [a, b] — [c,d] uma função contínua, não decrescente, tal que (a) = c, 
pb) =d, e g: [e d] > M um caminho tal quef = g o ø: [a, b] —> M é retificável. Então, 
g é retificável e Kg) = Kf). Se o caminho f :[a, b} —> M é retificável e Xf) = L, a função 
p: [a, bl > [0, L), definida por «(t) = Kj |la, tl), é contínua e existe um único caminho 
9:10, L) > M tal que f=g 0º q. O caminho g é retificável e goza de propriedade Kg|[0,1)= 
=s para todo s E [0, L]. Por isso diz-se que g é “parametrizado pelo comprimento de 
arco”. , 

28. Para que uma seguência (zn), num espaço métrico compacto M, seja convergente 
é necessário e suficiente que ela possua exatamente um valor de aderência. (Vide Exerce. 
15, Cap. IV.) 


29. Dois pontos a,b num espaço métrico M dizem-se e-encadeados (e > 0) quando 
existem pontos xo, ...;Zn EM tais que zo = a, tn = b e d(zi zin) < €, î = 0, 1,..., n —1. 
Num espaço métrico conexo, dois pontos quaisquer são e-encadeados para qualquer e > 0. 
A recíproca é falsa em geral, como se vê no espaço M = R — {0}. Se, porém, M é com- 
pacto e dois pontos quaisquer de M são e-encadeados para todo e > 0, então M é conexo. 
Dê exemplo de um espaço métrico completo desconexo tal que, para todo e > 0, dois 
quaisquer dos seus pontos podem ser €-encadeados. 


30. Seja Kı D... DK, D... uma sequência decrescente de subconjuntos com- 
pactos de um espaço métrico M. Dado qualquer aberto U em M, contendo a interse- 
ção K = NKn, existe no tal que Ki CU para todo n 2 ne. Concluir que a in- 
terseção de uma segiência decrescente de subconjuntos compactos conexos de um espaço 
métrico é um conjunto (compacto e) conexo. Dê exemplo de uma sequência decres- 
cente de subconjuntos fechados conexos do plano cuja interseção é desconexa. 

31. Seja X um subespaço da reta. Tôda componente conexa C de X é a interseção 
dos subconjuntos abertos-fechados de X que contém C. O mesmo não se dá no plano: 
seja X a reunião das retas verticais Xn, de abscissa 1/n, n € N, e mais os pontos p = (0, 0), 
q = (0,1). O ponto p é uma componente conexa de X mas todo subconjunto aberto- 
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-fechado de X que contém p contém também q. Mostre que, num espaço métrico com- 
pacto, tôda componente conexa é a interseção dos conjuntos aberto-fechados que a 
contém. 


32. Sejam X, Y espaços topológicos. Uma aplicação f:X — Y diz-se uma apli- 
cação de recobrimento quando todo ponto y E Y possui uma vizinhança aberta V tal que 
JV) = UU) é uma reunião de subconjuntos abertos UA C X, cada um dos quais é 
aplicado por f homeomorfamente sôbre V. (Diremos que V é uma vizinhança distin- 
guida.) 'Tôda aplicação de recobrimento f:X —» Y é um homeomorfismo local de X 
sôbre P. Em particular, f é aberta, contínua e, para cada y E Y, f(y) é um subconjunto 
discreto de X. A aplicação E:R >S!, Hi) = e7, é de recobrimento. A restri- 
ção de É ao intervalo (0, œ) é um homeomorfismo local de (0, œ) sôbre S! mas não é 
uma aplicação de recobrimento. Todo homeomorfismo local de um espaço compacto X 
sôbre um espaço Y é uma aplicação de recobrimento. (Por exemplo, m : S” >P") Se 
f:X>Y e g:X’— Y’ são aplicações de recobrimento então h = f X g:X X X’ — 
—> Y’ X Y, definida por h(z, z’) = (Hx), g(x)), é uma aplicação de recobrimento. (Por 
exemplo, £: R” -> S? X...X S! = T”) Sej:X —Y é uma aplicação de recobrimento 
então dado um caminho q: [a,b] > Y e um ponto xo E X tal que f(zo) = «o (a), existe 
um caminho G:la,b] >X tal que Ha) = zoe fo p=. O caminho & é único nestas 
condições, desde que Y seja um espaço de Hausdorff. (Vide Exerc. 29, Cap. III). Para 
provar a existência de &, decomponha [a, b] por meio de pontos a = tọ < ty <... < tn =b 
tais que, para cada i = 0,1,...,n, existe uma vizinhança distinguida V; C Y com 
ø (lti tinl) C Vi. Defina & sucessivamente nos intervalos [ty t;+ı]. Comece com 
[a, ts). Como g(la, ty) C Vo, temos zo € J-KVo), logo, existe um aberto Uo em X tal que 
zo E Uo e fo = f|Uo é homeomorfismo de Uo sôbre Vo. Defina q = (fo)! © q no inter- 
valo [a,i]. Considere agora zı = (ti). Como (lin t2) C Vi, temos zı ESHVi), 
logo existe um aberto U, C X tal que zı E U; e fı = f|U1 é um homeomorfismo de U1 
sôbre Vi. Ponha, em [ż, tal, Ø = (fı) "°. Prossiga anàlogamente. 


33. O teorema do ponto fizo de Brower em dimensão 2. A aplicação de recobrimento 
E:R — 8], definida por E(t) = e", (note a mudança na definição de £) mostra, em virtude 
do exercício anterior, que, dado qualquer caminho ø : la, b) > S! e um ponto c € R tal 
que É(c) = a, existe um único caminho &:[a,b]»R tal que Pa) = c e Ed) = pi), 
isto é, g(t) 


“Pl para todo t E fa, b]. Se p fôr um caminho fechado, isto é, p(a) = 
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= (b), então n(p) = 5 Ib) — p(a)] é um número inteiro, independente “da escolha 


do ponto inicial c = (a). n(y) exprime o “número de voltas” que q dá ao longo de Sl e 
chama-se o grau de p. Se qyWy:la,b) — S' são tais que |g(t) — Wt)| <2 para todo 
t E la, b}, então nl) = n(y). A partir daí, mostre que não existe uma retração r : D? > 

| > 8!, do seguinte modo. Dada r, a aplicação H:I XI — 8S’, definida por H(s, ) = 
= r(te**is), é continua. Como I XI é compacto, existe e>0 tal que |t- t] < e 
implica |H(s,t) — H(s,t)| <2 para todo SEI. Sejam 0=b<ti <... <im=1 
tais que tim — ti <€ i=0,1,...,m—1. Defina os caminhos q; :1 -»58! pondo 
Pi (s) = H(s, ti). Então, |gin(s) — p:(s)] <2 para todo s EI, à =0,1,5..,m— Ie. 
Logo, npo) = nt) = ... m(Pm). Em particular vo e qm têm o mesmo grau, o que é 
absurdo pois œo é constante, donde (go) = 0, enquanto gm(s) = eis donde n(ym) = 1. 
Como corolário, tôda aplicação contínua f : D? — D? tem um ponto fixo. (Vide Exerc. 5, 
Cap. VI) 


34. Tôda aplicação contínua f : S! — S}, de grau —1, tem um ponto fixo. 


214 ESPAÇOS COMPACTOS Cap. VII 


35. Num espaço localmente compacto, quais das afirmações abaixo são verdadeiras? 


a) A reunião de dois conjuntos localmente compactos é localmente compacta. 
b) A interseção de dois conjuntos localmente compactos é localmente compacta. 
c) O complemento de um conjunto localmente compacto é localmente compacto. 


36. A imagem de um espaço localmente compacto por uma aplicação contínua aberta 
é um espaço localmente compacto. Dê exemplo de uma aplicação contínua j :R — R? 
tal que f(R) não é localmente compacto. 


37. Dados a, b E R” quaisquer, existe sempre um homeomorfismo de R” sôbre si 
mesmo que leva a em b, a saber, a translação 7 : R” > R”, T(z) = x + (b — a). A bola 
aberta unitária B”= {z € R”;jz| <1} é homeomorfa a R” através da aplicação q: B”— R”, 
elx) = st — lzi) gu) = y + |yl). Dados a,b €B” arbitrários, o homeomor- 
fismo h= gor og:B”— B”, T:y—y -+ lp) — pla), leva a em b. Mostre que h 
se estende a um homeomorfismo A: D” >D”, D” = {z € R”; |x| < 1}, se pusermos 
h(z) = z para |z] =1. (Usar a Prop. 14 do Cap. II.) Assim, dados dois pontos a, b 
quaisquer no interior do disco unitário D”, existe um homeomorfismo de D” sôbre si mes- 
mo, que transforma a em b e reduz-se à identidade na fronteira Sº-! de D”, 


38. Uma variedade topológica de dimensão n é um espaço topológico V tal que todo 
ponto z.& V possui uma vizinhança aberta, homeomorfa & um subconjunto aberto do 
espaço euclidiano R”. Esta definição equivale a exigir que cada ponto z € V possua 
uma vizinhança homeomorfa ao disco unitário D” C R”. Exemplos de variedades: todo 
subconjunto aberto de R”; a esfera S” (usar projeção estereográfica); o produto de duas 
variedades (em particular o toro R” = S! X... X S). Uma variedade V é localmente 
compacta e localmente conexa por caminhos. Em particular V é conexa se, e sômente. 


se, é conexa por caminhos. Dados dois pontos a, b numa variedade conexa V, existe um. 


hemeomorfismo h:V >V tal que h(a) =b. [Tomar um caminho f:[0,1]> V, com 
HO) = a, 1) = b. Obter 0 = to < tı <... < te = 1 tais que, para todo i = 0, 1,..., k— 1, 
os pontos a; = f(t;) e aim = j(li+ı) pertencem à mesma vizinhança U;, homeomorfa ao 
disco D”. Usando o exercício anterior, definir um homeomorfismo A;:V >V tal que 
hila) = ai e h; |(V — U;) = identidade. Pôr hk = h10... hi oko]. O exercício 
anterior e êste valem para um espaço vetorial normado E qualquer em lugar do espaço R”. 


39. Um espaço topológico X diz-se compactamente gerado (ou um k-espaço) quando 
goza da seguinte propriedade: dado FIC'X, se F NK é fechado em K para todo compacto 
KCC X, então F é fechado em X. Os espaçós topológicos Ei e os espaços de Hausdorff 
localmente compactos fornecem exemplos de espaços compactamente gerados. Se X é 
compactamente gerado, para que uma aplicação f : X — Y seja contínua é necessário e 
suficiente que a restrição de f a cada subconjunto compacto de X seja contínua, 


40. Aplicações próprias. Sejam X, Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X — Y 
diz-se própria quando é contínua, fechada e, para cada y E Y, a imagem inversa f! (y) 
é compacta. Para que f:X — Y seja própria é necessário e suficiente que f(X) seja 
fechado em F e que f : X — f(X) seja própria. - (Para uma caracterização de aplicações 
contínuas fechadas de um espaço sôbre outro, vide Exerc. 57, Cap. IH.) Se X é com- 
pacto e Y é um espaço de Hausdorff, tôda aplicação contínua f : X — F é própria. Se X 
não é compacto e c é um ponto, então f : X — c é contínua e fechada mas não é própria. 
Se X é o subespaço do plano obtido omitindo-se do quadrado 7 X 7 o segmento vertical 
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{0,1);0 <£ < 1/2) então a projeção p:X —+1, p(s, t) = s, é contínua e a imagem in- 
versa ps) de todo ponto s E 1 é compacta mas p não é própria. Se M e N são espaços 
métricos, para que f : M — N seja própria é necessário e suficiente que seja contínua e que 
a imagem (j(zn)) de uma sequência (zn) sem subsegiências convergentes seja uma seqüên- 
cia com a mesma propriedade em N. Todo polinômio de grau > 1 é uma aplicação pró- 
pria p:R—R. (Idem para polinômios complexos p :R?— 42). Sejam X,Y espaços 
de Hausdorff localmente compactos. Para que uma aplicação contínua f:X > Y seja 
própria é necessário e suficiente que seja contínua a sua extensão j*: X* — Y* (onde * 
indica a compactificação de Alexandrov), definida por *(v)= o. Se f:X >Y é 
própria, então para cada compacto K C Y, f(K) é compacto. Se X e Y forem compac- 
tamente gerados (vide exercício anterior) esta condição é suficiente para que f seja pró- 
pria. Sef:X > Y é própria e é um homeomorfismo local de X sôbre Y, então f é uma 
aplicação de recobrimento (vide Exerc. 32). 


CCC 


Base Enumerável e Metrizabilidade 


Capítulo VIII 


$1. Introdução 

Todo espaço métrico M satisfaz à primeira condição de enumerabi- 
lidade: qualquer ponto x € M possui um sistema fundamental enumerável 
de vizinhanças. Estudaremos neste capítulo os espaços topológicos que 
satisfazem à chamada “segunda condição de enumerabilidade”, a qual 
exige a existência de uma base enumerável para os abertos do espaço. 
Tal condição é útil em várias aplicações, como por exemplo na teoria das 
Variedades Diferenciáveis e na teoria da dimensão de espaços topológicos. 


O resultado mais importante que demonstraremos neste capítulo é o 
Teorema da Metrização de Urysohn, o qual afirma que todo espaço de 
Hausdorff normal (ou mesmo regular) com base enumerável é metrizável. 
Daremos também condições para que a compactificação de Alexandrov 
de um espaço métrico iocalmente compacto M seja metrizável. (É neces- 
sário e suficiente que M possua base enumerável.) Estudaremos as re- 
lações entre base enumerável, separabilidade e o Teorema de Lindelöf, as 
quais assumem um aspecto particularmente simples no caso de espaços 
métricos. 


§ 2. Espaços Topológicos com Base Enumerável 


Como sabemos, uma base de um espaço topológico X é uma coleção B 
de subconjuntos abertos de X tal que todo aberto 4 C X se exprime como 
reunião 4 = U By de conjuntos By € B. Em outras palavras, dados 
um aberto 4 em X e um ponto z € 4, existe um aberto básico BE $ 
comzEBCA. 


(S prececec< 
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Assim, a fim de que uma coleção 8 de abertos seja uma base de X, é 
necessário e suficiente que, para cada zE X, os conjuntos BE B que 
contêm o ponto x formem um sistema fundamental de vizinhanças de 2. 

Estudaremos, neste capítulo, os espaços topológicos nos quais existe 
uma base enumerável de abertos B = (Bi, Bə, ..., Bm. --}. Em particular, 

- num tal espaço, cada ponto possui um sistema fundamental enumerável 
de vizinhanças. A recíproca é falsa. Num espaço métrico, todo ponto 
possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças mas existem 
espaços métricos que não admitem uma base enumerável. (Vide Exs. 2, 
11, 12.) 


EXEMPLOS 


1. Todo espaço métrico enumerável M = {£y a.. -, Tm.. .} tem 
uma base enumerável. Basta considerar a coleção 8 de tôdas as bolas 
abertas Bmn = B(2m; 1/n), m, n E N. B é uma coleção enumerável de abertos 
em M e, para cada £m E M, as bolas abertas de centro zm e raio 1/n formam 
um sistema fundamental de vizinhanças do ponto zm. Logo, B é uma base 
de M. Em particular, o conjunto dos números racionais ou, mais geral- 
mente, o espaço Q” dos pontos r = (r!,...,77) E R” cujas coordenadas são 
tôdas racionais, tem base enumerável (quando considerado com sua topo- 
logia natural). Note-se, entretanto, que um espaço topológico enumerável 

- não-metrizável pode não ter base enumerável. (Vide Exerc. 22.) 


2. Um espaço discreto M, com uma infinidade não-cnumerável de 
pontos, não pode possuir uma base enumerável. Com efeito, como cada 
ponto v€ M é um subconjunto aberto, tôda base B de M deve conter 
.entre seus abertos básicos pelo menos os conjuntos (x), v E M e portanto 
B não é enumerável. 


3. A reta R tem uma base enumerável de abertos, a saber, a cole- 
-ção de todos os intervalos abertos (r — 1/n, r + 1/n), com raio ifn e 
centro num número racional r. Com 
efeito, dados um aberto À C R e um r-1/n 0 r rh 
ponto s€ 4, existe e>0 tal que mH 
(@— ezx+eC A. Tomemos um RE A AFE 
número racional r tal que |r — z| <1/n, onde 2jn < e. Então, z E 
t-lnr+timC(z-czxHICA. 


Proposição 1 — Se um espaço iopológico X tem base enumerável, todo 
subespaço S C X tem base enumerdvel. 
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Demonsiração: Mais precisamente, dada qualquer base B em X, a 
coleção Bg de tôdas as interseções B N S, onde B varia em 9, é uma base 
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de S. (Quando H fôr enumerável, Bs será também.) Com efeito, os aber- 
tos de S são as interseções 4 = A’ N S, onde A’ é um aberto de X. Se 
ZE A então «E A' e como B é uma base em X, existe BE $ tal que 
zEBCA' donde czEBNSC A NS=A. ~ 


` 


CoRroLÁRIO — Num espaço X com base enumerável, iodo subconjunto 


não-enumerdvel S contém um ponto de acumulação. 


Com efeito, se nenhum ponto de S fôsse um ponto de acumulação, 


então o subespaço S seria discreto. Pelo Ex. 2, S não teria base enume- 


rável, o que violaria a Prop. 1. 
Prorosção 2— O produto cartesiano Xı X ... X Xp tem base enu- 
merável se, e sômente se, cada um dos fatóres Xı,. .., Xy tem base enumerável. 


Demonstração: Basta considerar o caso de um produto X XY. O 
caso mais geral apenas complica a notação. Sejam B = (Bm) e © = (Ch) 


bases enumeráveis de X e Y respectivamente. Afirmamos que a coleção- 


enumerável de abertos D = (Bm X Cn), m n E N, é uma base de X X Y. 


Com efeito, dados um aberto A C X X Y e um ponto (z, y) E 4, existem. 
em virtude da definição da topologia de XX Y, abertos U CX e VCY 
tais que (,)EUXVCA. Como $ e @ são bases, existem Bm E Be 


CGE © tais que z E Ba C U ey EnC Y, donde (x, y) E Bm X Cn C 
CUXVCA. Reciprocamente, se o produto X X Y tem base enume- 


rável, como as projeções pı: X X Y -X e p::X X Y—>Y são contínuas. 


e abertas, segue-se que X e Y têm base enumerável, em virtude do lema 
seguinte: 


Lema — Se X é um espaço topológico com base enumerável e f : X —> Y 
é uma aplicação continua, aberta, de X sôbre Y, então o espaço topológico Y 
também tem base enumerável. 


Demonstração: Seja 8 = (Bn) uma base enumerável de X. Então, 
9! = (J(B,);n E N} é uma coleção enumerável de abertos em Y. Dados. 
um aberto A’ C Y e um ponto y E A', seja x € X tal que J(x) =y. O 
conjunto 4 = f-(4') é uma vizinhança aberta de z em X, logo, existe B, E $- 


tal que z E Ba, C A e portanto y E f(Ba) C A”. 


OBseERrvaçÃo — Mais geralmente, foi demonstrado acima: 


1) que se 9 é uma base de X e Œ é uma base de Y então o conjunto D dos 
produtos B X C, onde B varia em $ e C varia em €, é uma base de- 


XXY; 


2) quese f :X — Y é uma aplicação contínua aberta de X sôbre Y, qualquer- 


base de X é transformada por f numa base de F.-- 
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4. O espaço euclidiano RP = RX RX ... X R, tem base enumerável. 
Mais precisamente, as bolas abertas B(r; 1/m), com centro num ponto ra- 


cional rE Q” e raio da forma l/m, constituem uma base enumerável do 
espaço R”. 


Proposição 3 — Seja X um espaço topológico com base enumerável, 
Então: z 


1) tôda cobertura aberta de X admite uma subcobertura enumerável; 
2) existe um subconjunto enumerável denso em X. 


Demonstração: 1) Seja 8 = (B,) uma base enumerável de X. Dada 
uma cobertura aberta © = (Cahez do espaço X, seja P CN o conjunto 
dos nteiros p tais que Bp está contido em algum conjunto C) da cobertura. 
Para cada p € P, escolhamos, de uma vez por tôdas, um índice Ap tal que 
Bp C Cy, Afirmamos que X = Y Ca, e portanto Ẹ’ = (Chp )pEP é uma 

PEP 
subcobertura enumerável de Œ. Com efeito, dado qualquer z E X, existe 
AG L tal que z € Ca. Como C é aberto e 8 é uma base, existe p E N 
tal que z E Bp CC. Assim, pE P e portanto B, C Cx: Segue-se 
que x € Ch, como queríamos demonstrar. 


2) Dada uma base enumerável 8 = (B,) do espaço X, escolhamos, 
para cada: n € N, um ponto x, E Ba. O conjunto enumerável E =' 
= {tn To.. ., Tn- -} assim obtido é denso em X. Com efeito, dado qual- 
quer aberto não-vazio À C X, aum ponto z € Å, existe n com z € Ba C 4, 
donde x, E A, o que prova a afirmação feita. 


Diz-se que um espaço topológico X é um espaço de Lindelöf quando 
tôda cobertura aberta de X admite uma subcobertura enumerável. 


Um espaço topológico X que possui um subconjunto enumerável denso 
chama-se separável. 


A proposição acima afirma, portanto, que todo espaço topológico com 
base enumerável é um espaço de Lindelôf e é separável. Para espaços mé- 
tricos, essas 3 propriedades são equivalentes (vide Prop. 4), mas as únicas 
implicações válidas em geral são as da Prop. 3. (Cf. Exerc. 15.) 


Cororário — Num espaço com base enumerável, tôda coleção-de aber- 
tos não-vazios, dois a dois disjunios, é enumerável. 


O subespaço S = U A, tem base enumerável e a única subcobe tura de 
A éA mesmo. Segue-se da Prop. 3 que A é enumerável. 
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§ 3. , Espaços Métricos com Base Enumerávei 


A propriedade de ser separável não tem grande utilidade para espaços 
topológicos quaisquer. Mas, para espaços métricos, ela é equivalente à 
existência de uma base enumerável (que é realmente a condição de enu- 
merabilidade importante) e ganha assim interêsse porque é, em geral, mais 
fácil verificar a existência de um subconjunto enumerável denso do que de 
uma base enumerável. 


EXEMPLOS 


5. O conjunto enumerável Q”, dos pontos r = (r!,..., 7") de coorde- 
nadas racionais, é denso no espaço euclidiano R”. 


6. O espaço de Hilbert H é separável. Com efeito, seja E o subcon- 
junto enumerável de H formado por todos os pontos r = (r!,..., 7”, 0,...) 
que têm apenas um número finito de coordenadas não-nulas, tôdas elas 
racionais. Afirmamos que E é denso no espaço de Hilbert H. Para isso, 
dados um ponto x = (x!,42,...,4”,...)E H e um número e > 0, arbitrá- 
rios, mostremos que existe r E E tal que |r — z| < e. Como E(x")? < œ, 
existe no E N tal que = (a7)? < e2. Por outro lado, como Q% é 

n> No 


denso em R”», podemos obter ro = (r!,...,7") E Q™ tal que È (7º — r} < 
nSn 


<. e2. Segue-se que, pondo r = (r,r2,...,17%,0,...), temos rE E e 
Ir—- z| <e. 


7. Todo espaço métrico totalmente limitado M é separável. Com 
efeito, para cada n E N existe um conjunto finito Ep = (Zn, Znz. . -p Inps 
p = p(n), tal que cada ponto z E M dista menos de 1/n de algum ponto de 
En. Segue-se daí que a reunião E = U E, é um subconjuntò enumerável 
denso em M. 


8. Em particular, todo espaço métrico compacto é separável. 


9. Se um subespaço S de um espaço topológico X é separável, então 


seu fecho S também é separável. Com efeito, todo subconjunto denso 
em 5 é denso em S. 3 


10. Em particular, se um espaço métrico M é separável, seu comple- 


A 
tamento M também é separável. 


1 


Proposição 4 — As seguintes afirmações a respeito de um espaço mé- 
trico M são equivalentes: 


CXCCCECCCETTTEKCEKCTCCCCECLXECCCCCECECCECCECECCL 
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1) M tem base enumerável; 


2) M é um espaço de Lindelöf; 
3) M é separável. 


Demonstração: Na Prop. 3 foi provado que 1)= 2). Resta portanto 
apenas provar que 2) = 3) e que 3) => 1). 


2) = 3). Para cada m E N, as bolas abertas de raio l/m, com centro _ 
em todos os pontos r ŒM, formam uma cobertura aberta de M, da qual 
extraímos uma cobertura enumerável Cm = (Bm, Bm2,- - -» Bam. - -}, onde 
Ban = B(Zmn; l/m). Assim, dado m E N, cada ponto x E M dista menos 
de 1/m de algum dos pontos am. Segue-se que o conjunto enumerável 
E = {£mn; m, n E N} é denso em M c portanto M é separável. 

DD. Seja E = fz... Um. 


..-} um subconjunto enumerável denso 
em M. 


Consideremos a coleção Y de tôdas as bolas abertas Bun = B(2m; 1/n). 


Evidentemente,” $ é uma coleção enumerável de abertos em M. Além 
disso, dados um aberto A C M e um ponto zE À, existe e > O tal que 
B(z;e) C A. Existem também um inteiro n tal que 1/n < €/2 e um ponto 


-Im CE tal que diz, zm) < Nn. Esta desigualdade mostra que z € Bmn. 
” Por outro lado, se y E Bim então d(y, 2m) < 1/n e portanto d(y, 2) < d(y, tm) + 


F dham £) < ljn + ijn <e Logo Bmn C B(z; 6). 


Conclui-se que 
x E Ban C 4 e portanto $ é uma base de M. 


Escóio — Seja E um subconjunto denso de um espaço métrico M. As 
bolas abertas B(x; ijn), com zE E e n€ N, constituem uma base de M. 


OsseRvAçÃOo — Para espaços topológicos quaisquer, nenhuma das equi- 
valências acima subsiste. 
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Como consegiiência da Prop. 4, vemos que todo espaço métrico com- 
pacto tem base enumerável e que, se um espaço métrico tem base enumerá- 
vel seu completamento também tem. 


De agora em diante, não nos preocuparemos em estabelecer para es- 
paços com base enumerável as propriedades dos espaços separáveis, ou vice- 
-versa. 


Proposição 5 — Sejam K um espaço métrico compacto e M um espaço 
métrico com base enumerável. O espaço S(K; M) das aplicações continuas 
J:K—M, com a métrica da convergência uniforme, tem base enumerável. 


Demonstração: Para maior clareza, faremos 3 observações preliminares. 


a) Na definição de espaço totalmente limitado, podemos sempre supor 
que os conjuntos S; da decomposição M = Sı U ... U Sa são fechados, 
pois (8) = d(S). Em particular, quando M é compacto, os S; podem 
ser supostos compactos. 


b) Seja K um espaço métrico compacto. Dada uma aplicação contf- 
nua f : K — M, seja U aberto em M, com f(K) C U. Como J(K) é compac- 
to, existe e > O tal que d(HK), M — U) > 
>e Se g:K>M fôr outra aplica- 
ção tal que d(f,9) < e, então deve-se ter 
HK)C U. Com efeito, dados r€ K e 
y E M — U quaisquer, tem-se d(J(x), y) > é 

O d(j(z), g(2)) < €, donde d(g(x), y) > (f(x), y)- 
— d(f(£), 9(2)) > 0. Assim, g(x) Æ y é por- 
tanto g(K) C U. 
c) Seja 8 uma base de abertos num 
espaço métrico M. Dados zEM ece>0 
arbitrário, existe um conjunto BEM com zEB e XB)<e Com 
efeito, a bola aberta de centro z e raio e/3 é reunião de conjuntos de $, os 
quais têm necessâriamente diâmetro < e. Um dêsses conjuntos contém z. 


U 


Passemos agora à demonstração. Seja 8 uma base enumerável de M. 
Para cada n E N escolhamos, de uma vez por tôdas, uma decomposição 
K = Km U.. .U Kmp, onde p = p(n) depende de n, onde cada Kn; é com- 
pacto e ô(Kn:) < 1/n, i = 1, 2,...,p. Para cada n E N e cada seqüência 
o = (By,..., Bp), p = p(n), de conjuntos B; E 8, indiguemos com A(n, 0) = 
= A(Ka, ..., Kap; Bi. ..-, Bo) O conjunto das aplicações contínuas 
j:K—M tais que (Ku) CBr. .., HKnp) C Bp. A coleção %, de todos 
os conjuntos A(n, o) obtidos mantendo n fixo e fazendo variar o, é enume- 
rável porque existe apenas uma quantidade enumerável de p-uplas num 
conjunto enumerável B. Segue-se que a coleção É = U An de todos os 

x 
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conjuntos A(n, 0) é enumerável. Afirmamos que A é uma base de G(K; M). 
Em primeiro lugar, cada A(n, 0) é aberto pois se f E A(n, q) então, para 
cada i=1,...,7, tem-se JK) CB; e portanto existe «> 0 com 
dHKn),M — B) > e Seja e=mn.f(e,...,e). Se g:K—M é tal 
que dlg, f) < e então g(Kms) CB; para todo ¿= ł,...,p, donde 
g E A(n,0). Em seguida, devemos provar que, dada f € C(K;M) e 
dado e >'0, existe A(n,0) tal que f E A(n, e) C BỌ; €). Basta provar 
que f E A(n, 0) e d(A(n,0)) < 2e. Ora, o compacto f(K) está contido numa 
reunião finita de conjuntos B € 8, todos de diâmetro < e. Sejam > 0 um 
número de Lebesgue desta cobertura. Em virtude da continuidade uni- 
forme de f, existe n E N tal que, na decomposição K = Km U ... U Knp 
temos d(f(Kn:)) < n para i = 1,...,7. Pela definição de número de Le- 
besgue, podemos escolher, para cada ¿i = 1, ...,p, um conjunto B; E $, 
com 9(B;) < € e tal que f(Kn:) C B:. Isto define um inteiro n e uma se- 
qiiência o = (B,,..., Bp), p = p(n), com f E A(n,0). Além disso, se 
g, h E A(n,o), para cada x E K, deve-se ter x E Kni para algum 1, e por- 
tanto g(x), (x) E B; donde d(g(x), h(x)) < e. Logo d(g,h)<e o que 
mostra ser 9(A(n, 0)) < € < 2e, e conclui a demonstração. 


Segue-se da proposição acima que, se K é um espaço métrico compacto, 
então o espaço G(K; R) das funções reais contínuas f : K — R, com a métrica 
da convergência uniforme, tem base enumerável. Isto fornece uma nova 
demonstração de que todo espaço métrico compacto possui uma base enume- 
rável. Com efeito, K é isométrico a um subespaço de C(K; R) através da 
aplicação que associa a cada k E K a função real contínua x — d(k, x) de- 
finidaem K. (Vide Cap. I, Ex. 15.) 


"EXEMPLOS 


11. Se M tem base enumerável e K é compacto (sendo M e K espaços 
métricos) o espaço G(M; K) das aplicações contínuas f :M —K, com a 
métrica d(f,9) = sup. (d(j(x), g(x));z E M}, não possui necessáriamente 
base enumerável. Por exemplo, G(K;[0, 1]) não tem base enumerável. 
Para mostrar isto, começamos lembrando que o conjunto das partes do 
conjunto Z dos números inteiros relativos é um conjunto não-enumerável 
P(Z). Para cada parte SC Z, consideremos a função real contínua 
Js:R > 0, 1] definida do seguinte modo: se n ES, fs(n) = 1; se n é in- 
teiro mas não pertence à S, js(n) = 0. Entre dois inteiros consecutivos, 
Js é linear. (A figura abaixo mostra o gráfico de fs quando S é o conjunto 
dos números primos.) É claro que, dadas duas partes S, TC Z com S = T, 
tem-se d(fs, jr) = 1. Assim, {fs; S E P(Z)) é um subconjunto discreto 
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não-enumerável de G(R; [0, 1) e por conseguinte êste espaço não possui 
base enumerável. 


-4 -3 -2 1 123456789 101 = 


12. Se X é um conjunto infinito e M é um espaço métrico com pelo 
menos dois elementos, então o espaço B(X; M) de tôdas as aplicações limi- 
tadas de X em M não tem base enumerável. Com efeito, sendo X infinito, 
o conjunto P(X) das partes de X não é enumerável. Fixemos a x b, dois 
pontos distintos em M. Para cada parte SC X, seja Es:X>M a apli- 
cação definida por Es(r) = a se x E S e Elx)=b se z Œ S. Dadas as 
partes S, T C X, com S > T, tem-se d(Es, Er) = d(a, b). Segue-se que o 
conjunto das aplicações Es, S E P(X), é um subespaço discreto não-enu- 
merável de B(X; M). 

Um espaço métrico Af diz-se localmente separável quando todo ponto 
z ŒM possui uma vizinhança separável. Isto equivale a dizer que todo 
ponto z Œ M é centro de uma bola aberta B(z;r) na qual existe um sub- 
conjunto enumerável denso. 


Dado um espaço localmente separável M, indicamos (para todo ponto 
æ E M) com rz o sup. dos números r > O tais que a bola aberta B(x; r) é 
separável: ido 
Tz = sup. {r > 0; B(x; r) separável). 


Então, se 0 < r < rz, a bola B(x;r) é separável. Além disso, se tomarmos 

uma sequência de números rn com O < Tn < Tz € rn — Tz, teremos B(x; r=) = 

= U B(x;r,). Logo, B(x;r:) é uma reunião enumerável de subconjuntos 
7 


separáveis e portanto é separável, como se vê sem dificuldade. 


Assim, para cada z EM, B(x;rz) é a maior bola aberta separável 
contendo 7T. 

Lema — Seja M um espaço métri- 
co localmente separável. Dados z, y EM, 
d(x, Y) < ry2 implica y E B(x; ri). 

Demonstração: Segue-se de d(z, y) < 
< ry2 que B(x; r,/2) C B(y;ry) e, por con- 
seguinte, B(x;ry/2) é separável. Como rs 
é o maior raio de uma bola aberta sepa- 
rável com centro em v, conclui-se que 
Ty|2 L< Ta ©- daí y E B(T; Te). 
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Lembramos que um espaço topológico X diz-se conexo quando X e gy 
são seus únicos subconjuntos simultâneamente abertos e fechados. 


Proposição 6 — Todo espaço métrico M, conezo e localmente separável, 
é separável. 


Demonstração: Mantendo a notação rz acima introduzida, para cada 
ZM tomaremos um subconjunto E(z), enumerável e denso na bola 
B(£; rz). Fixamos um ponto a E M. Indutivamente definiremos, para 
cada n E N, um aberto An e um subconjunto enumerável E, C An, denso 
em An Pomos 4; = B(a;ra), Ei = E(a). Supondo definidos An, En 
com A, aberto e E, enumerável, denso em Án, pomos 


Ami = U Blz; ra), Emi = U E(x). 
2C En zE En 


Evidentemente, An+ı é aberto e En+ é um subconjunto enumerável denso 
em Am. Em seguida definimos: 


4=U4m E=UEn 


A é aberto em M e E é um subconjunto enumerável denso em 4. Além 
disso, x E E implica B(x;rz) C A. (Com efeito, xv E E implica z E En 
para algum n e portanto B(z;r:) C Amı C 4.) Afirmamos que A é 
fechado em M. Com efeito, sendo E denso em A, temos À = E. Logo, 
dado y € À, podemos obter x E E com d(z,y) < ry/2. Segue-se do lema 
que y E B(z;*») e portanto y E A. Isto mostra que A é aberto e fechado 
em M. Como À não é vazio, tem-se 4 = M e portanto M admite um 
subconjunto enumerável denso E. j 


Corozário — Todo espaço métrico conexo e localmente compacto tem 
base enumerável. 


Com efeito, como todo espaço métrico compacto é separável, todo 
espaço métrico localmente compacto é localmente separável. Logo, o 
corolário segue-se da Prop. 6 já que, para espaços métricos, separabilidade 
equivale a ter base enumerável (Prop. 4). 


OgseRvAção -— Um espaço métrico localmente compacto, se não fôr 
conexo, pode não ter base enumerável, como é o caso de um espaço discreto 
não-enumerável. Pode-se demonstrar um resultado mais preciso do que 
a Prop. 6, que é o seguinte: todo espaço métrico localmente separável 
é soma topológica (isto é, reunião de subconjuntos abertos, dois a dois dis- 
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juntos) de espaços separáveis. Em particular, um espaço métrico local- 
mente compacto só pode deixar de ter base enumerável se fôr reunião dis- 
junta de uma infinidade não enumerável de subconjuntos abertos, cada 
um dos quais tem base enumerável. 


Proposição 7 — As seguintes afirmações a respeito de um espaço mé- 
trico localmente compacto M são equivalentes: 


1) M tem base enumerável; 
2) M é enumerável no infinito; 


3) a topologia de M pode ser definida por uma métrica, em relação à qual 
E um subconjunto S C M é compacto se, e sômente se, é limitado e fechado 
em M; 
4) a compactificação de Alexandro M* = M U {w} é metrizável. 


Demonstração: 1) => 2) Cada ponto z E M está contido num aberto 
As cujo fecho 4, é compacto. A cobertura M = U 4, possui uma sub- 
cobertura enumerável M = U Az. (Prop. 3) Segue-se que M = 


=44U ... UA, U ... é uma reunião enumerável de subconjuntos 
compactos e portanto é enumerável no infinito. (Prop. 22, Cap. VII.) 


2)= 3) Sendo M enumerável no infinito, podemos escrever (Prop. 22, 
Cap. VII) M = U Km onde cada K, é compacto e KC int. Ka C 
CKC...CintK C KaG int. Km C .... Em particular, Kn e 
M ~ int. Kar são subconjuntos fechados disjuntos em M. Logo, para 
cada n, podemos obter uma função contínua fa: M — [0,1], tal que 
JKn) =0 e HM — int. Kan) = 1. Vê-se então que, se z EK, dz) = 
= fm) =... =0, e se 2ÊKs f2) = jml) = ... =j) = 1. 
Definamos uma função f : M — R pondo, para cada z E M, (a) = Ji(x) + 
+j) +... +j) +... Isto parece ser uma soma infinita mas, dado 
xz E M, tem-se x E Kn para algum n, donde faz) = fanl) =... =0 e 
portanto f(x) = f(z) + ... + fr-i(x). Mais ainda: z E int. Km e, para 
todo y E int. Ken, f(y) = fiy) + ... + Jnky). Logo, f coincide com a 
função contínua f: + ... + fr na vizinhança aberta int. Kas do ponto 7g, 
e por conseguinte f é contínua em todos os pontos z & M. Note-se que, 
se z € M — Kwn fia) = ... = fara) = 1, e portanto fz)>2 n. Con- 
sideremos o produto M X R com a métrica ô((z, i), (@', t)) = d(x, z’) + 
+ |t— !|, onde d é a métrica de M. A aplicação z — (z, J(x)) define um 
homeomorfismo M —»G(f), onde GY C M XR é o gráfico de f. Isto 
significa que plz, y) = d(z, y) + iJ@) — J(y)| é uma métrica em M, equi- 
valente à métrica original d. Seja SC M um subconjunto fechado, limi- 
tado segundo a métrica p. Afirmamos que existe algum n tal que S C Ka. 
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Do contrário, para cada n, poderíamos achar um ponto £a € S com Tr E Km, 
donde J(zn) 2 n. Fixando um ponto zo E Ko, teriamos f(z) = O e portanto 


Plim 20) = dEn 20) + (zm) — J(xo)] = d(tm 20) + falan) 2 n, 


o que contradiz ser S limitado segundo p. Segue-se que S é um subecon- 
junto fechado de um compacto K, e portanto S é compacto. 


3) => E) Seja p uma métrica em M satisfazendo à condição 3). Con- 
sideremos M imerso isomêtricamente no espaço normado E = GM; R), das 
funções reais contínuas limitadas em M. (Basta escolher um ponto zo EM 
e associar a cada x E M a função fs : M — R tal que j(y)=d(x, y)— d(zo, 9). 
Vide Obser. 1, depois da Prop. 10, Cap. VI.) Assim, podemos pensar 
em M como subconjunto de E e, na verdade, M C E — {0} pois nenhuma 
das funções fz é idênticamente nula. Definamos q :E —- (0) > E -— (0), 
pondo (v) = T . É claro que q é contínua e, como po p = identidade, 
p é um homeomorfismo de E — (0) sôbre si mesmo. Afirmamos que 
AM) U {0} é um subconjunto compacto de E. Para verificá-lo, basta 
provar que se uma segiúência de pontos zn E M não possui subseguência 
convergente em M, então q(zn) — 0. Ora, devido à hipótese sôbre a métri- 
ca de M, se (zn) não possui subsegiência convergente em M, deve-se ter 
lx] — œ. Consegiientemente, |p (2m)| = |xn| / |£n]? —> 0. Pondo M* = 


. = (M)U (0), vemos então que M* é uma compactificação de Alexan- 


drov de M. Sendo um subespaço do espaço normado E, M* é metrizável, 
concluindo a demonstração. 


4)= 1) Sendo um espaço métrico compacto, M* tem base enume- 
rável e portanto M também. 


OssEeRvAçÃo — Se um espaço métrico (M, d) é tal que um subconjunto 
SC M é compacto se, e sômente se, é limitado e fechado, então M é local- 
mente compacto pois tôda bola fechada é um subconjunto limitado e fe- 
chado de M. Além disso, M é completo, pois tôda segiiência de Cauchy 
sendo limitada, possui uma subseqiiência convergente e portanto é, ela prô- 
pria, convergente. Finalmente, M tem base enumerável, quer em virtude 
da proposição acima, quer notanto que, para zo E M fixado arbitrària- 


mente, tem-se M = U D(xo;n), reunião enumerável de espaços separáveis 
Dlxo; n). nEN : 


§ 4. O Cubo de Hilbert. 


Seja C o conjunto de tôdas as sequências de números reais r = 
=(2,...,%...) tais que 0 < x; < 1/i para todo LE N. Como a série 
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E 1/i? é convergente, vê-se que Dr? < Z IÈ < o para todo x = (x... 
z...) EC. Portanto, C é um subconjunto do espaço de Hilbert H das 
sequências de quadrado somável (vide Cap. VI, Ex. 11). Considerado com 
a topologia induzida de H, a qual, como se sabe, é definida pela norma 
lz- y| = VB (t; — y)?, o conjunto C é um espaço métrico com base 
enumerável, chamado -o cubo de Hilbert. : g 
Mostraremos aqui que o cubo de Hilbert é um espaço métrico com- 
pacto, que é “universal”? para espaços metrizáveis com base enumerável: 


todo espaço metrizável com base enumerável é homeomorfo a um subes- 
paço de C. 


No cubo de Hilbert C estão definidas as projeções p;:C— 0, 1/i] 
onde px) = x; se z = (z,...,%%...). Elas são funções reais uniforme- 
mente contínuas, pois |p: (x) — py)| = [zi — wi] < |z— yl. 


Dada uma aplicação f : X — C, onde X é um conjunto qualquer, tem-se, 


para cada zE X, jlx) = (fiz), ..., fáx),...), sendo as funções fi= 


= p;o f : X — [0, 1/:] chamadas as coordenadas da aplicação f. Reciproca- 
mente, uma seqüência arbitrária de funções fı: X — [0, 1/:) define univo- 
camente, uma aplicação f : X — C tal que fi = p;o f para todo i E€ N. 


Em particular, dar uma seqüência (z,) em C equivale a dar, para cada 
i EN, uma segiiência (Tr, Li, ..., Tni, ..-) no intervalo [0, 1/i], a qual é 
chamada a seqüência das i-ésimas coordenadas da seqüência (zn). Eviden- 
temente, £ni = PíXn). 


Proposição 8 — Para que uma aplicação f:X>C, de um espaço 
topológico arbitrário X no cubo de Hilbert O, seja continua num ponto a E X 
é necessário e suficiente que cada uma de suas coordenadas fi = prof: X— 
> [0, 1/:] seja uma junção continua no ponto a. 


Demonstração: Evidentemente a condição é necessária. Reciproca- 
mente suponhamos que cada f; é contínua no ponto a. Dado € > 0, como 
a série X 1/2? é convergente, existe io E N tal que 2 1/2 < €/2. Segue-se 

i>i 


que È |j{2)— jda)? < E 1< e2 para todo z EX. Ora, a apli- 
i>i i>i 


cação x — (fi(x),...,Jikz)), de X em R*, é contínua. (Cf. Prop. 11, 
Cap. HI) Logo, existe uma vizinhança V do ponto a em X tal que z E V 
implica È |f(x) — fa)? < e/2. Assim, para todo x E V, temos 

iSi 


= IOL = 2 O ON E E) L ER + e = e, 


donde |f(x) — J(a)| < €, o que prova a continuidade de f no ponto a. 


k 
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CoroLáRrIo — Uma següência (£n) no cubo de Hilbert C converge para 
um ponto a = (a:) ŒE C se, e sòmente se, para cada i EN, a segūência 
das i-ésimas coordenadas (Zw, Xa;,..., Tni. -.) converge para ai. 


Com efeito, seja P* = {0, 1, 1/2,..., 1/n,...} com a topologia indu- 
zida da reta. De acôrdo com o Ex. 6, Cap. IV, e a proposição acima, 
as seguintes afirmações são equivalentes: 


1.º) lim za = q; - 
2.º) a aplicação f : P* >, definida por f(1/n) = zm J(0) = a, é contínua; 


3.º) para cada i E N, a aplicação fi = p;o f : P* — 0, 1/i), definida por 
fm) = Tas JO) = q, é contínua; 


4.º) Para cada i E N, tem-se lim £ni = q 
n 


Como se sabe, uma segiência (x) num conjunto X é uma aplicação 
de N=(1,2,...,n,...) em X. Uma subsegiiência de (zn) é a restrição 
dessa aplicação a um subconjunto infinito M, C W. Na proposição adi- 
ante, usaremos a notação (Zn)n&n, para indicar uma tal subsegiuência e, 


anâlogamente, escreveremos lim za para representar o limite da mesma 
. nEN, 

subseqüência. Além disso, quando dissermos “o i-ésimo elemento de N,” 

nos referiremos à ordem numérica crescente natural em Ni. 


Proposição 9 — O cubo de Hilbert C é compacto. 


Demonstração: Pela Prop. 12, Cap. VII, basta demonstrar que tôda 
sequência (za) em C possui uma subsegiência convergente. Ora, como o 
intervalo [0, 1] é compacto, a segiiência (zm)atn das primeiras coordenadas 
de (£n) possui uma subsegiência convergente. Isto é, existe um subcon- 
junto infinito N, C N tal que lim zm = aı € [0,1]. Em seguida, consi- 

nn, 
deremos a subsegiência (zns)nEn, da segiiência das seguintes coordenadas 
de (£n). Como o intervalo [0, 1/2] é compacto, existe um subconjunto 
infinito N: C N, tal que lim za = a: E [0, 1/2]. Note-se que, como 
nENs 
NC Ni temos também lim x, = q. Prosseguindo anãlogamente obte- 
nEN: 
remos, para cada 1 & N, um ponto a; E [0, 1/:] e um subconjunto infinito 
N:C N de tal modo que lim tu =meNDN,D... DN:D.... De 
nCN; 
finimos então um subconjunto infinito N* C N tomando como i-ésimo 
elemento de N* o iésimo elemento de N;. Para qualquer i E N, então, a 
seguência (ta)nGn* é, a partir do seu iésimo têrmo, uma subsegiiência 
de (ta)nEx; Segue-se portanto que, para cada i E N tem-se lim Za; = à. 
nEN* 
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O ponto a = (m,..., a;...) pertence ao cubo de Hilbert C e, em virtude 


d> Co olário da Prop. 8, temos lim z, = q, 0 que conclui a d monstração. 
nEN* 
Antes de provarmos que todo espaço métrico com base enumerável 


pode ser homeomorfamente imerso no cubo de Hilbert, estabeleceremos 
o seguinte resultado elementar: 


Lema — Seja S um subconjunto denso de um espaço métrico M. Dada 
uma sequência (zn) em M, para que se tenha lim x, = x E M é necessário e 
suficiente que lim d(£n, s) = d(z, s) para cada s ES. 

Demonstração: A necessidade é óbvia pois a distância é unia função 
contínua. Reciprocamente, se lim d(zm $) = d(x, s) para cada s € S, dado 


e > 0 podemos obter s € S tal c que d(x, s) < e/2, pois S é denso em M. 
Fixando êste s vemos, em virtude da hipótese feita, que existe no E N tal 
que n > no implica d(xn, $) < €2. Segue-se que n > no implica d(xa, £) < 
< dlan, S) + dhs, £) < €2 + e2 =€ Logo lim x, = z. 


Prorosição 10 — Todo espaço métrico M com base enumerável é ho- 
meomorfo a um subespaço de cubo de Hilbert C. 


Primeira, demonstração: Seja S = (a, an. -., ai.. .} um subconjunto 
enumerável denso em M (vide Prop. 3). Substituindo, se necessário, a 
métrica de M por outra equivalente, podemos supor que d(x, y) < 1 quais- 
quer que sejam z, y E M. Para cada i E N seja f; : M — [0, 1/i] a função 
continua dada por fx) = = de, a). A aplicação f:M >C, definida 
por f(x) = (fi(x),..., Jx),...), é contínua em virtude da Prop. 8. Além 
disso, f é biunívoca pois f(x) = f(y) implica d(z, s) = d(y, s) para todo s E 8. 
Tomando uma segúência (s) com lims, =v teremos 0 = d(x, x) = 
= lim d(x, sx) = lim d(y, sx) = d(y, z), donde z = y. Finalmente, para mos- 

k k A 
trar que f é um homeomorfismo de M sôbre j(M), basta provar que f(z) — 
— f(x) em f(M) implica x, —z em M. Ora, f(xn) — J(x) significa que, 
para todo i CN, lim f:(£a) = fdz), isto é lim dz, a) = d(z,a). O 
resultado segue-se, então, do lema anterior. 

Segunda demonstração: Seja Y = (B;) uma base enumerável de M. 
Para cada i E N, seja f; : M —[0,1/:] a função contínua definida por 


Ty d(z, M — B;) 
i 1+ dz, M- B) 


Fa) 


Temos j(x) > 0 se, é sômente se, z E B;. A aplicação f : M — C, definida por 
Jæ) = (f@),. : . J{2),. . .) é contínua, em virtude da Prop. & Se r = y em 
M, existe um aberto básico B; com z € B; y E M — B;. Logo, J:(£) > 0, 
Í4y) = 0 e portanto f(x) = f(y). Segue-se que f é biunívoca. Para provar 
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que f é um homeomorfismo de M, sôbre j(M), resta apenas mostrar qu f 
transforma abertos de M em abertos de /(M). Como todo aberto de M é 
reunião de abertos básicos, a fórmula j(U Ba) = U KBa) mostra que é 
suficiente verificar que, para cada t E N, J(By) é aberto em jJ(M). Ora, se 
escrevermos Å; = {y E C; y: > 0), é evidente que A; é aberto com C. 
Como j(B) = M) N As [pois z E B; se, e sômente se, f(z) > 0), segue-se 
que f(Bs) é aberto em j(M), o que conclui a demonstração. 


§ 5. O Teorema de Metrização de Urysohn 


O chamado “problema da metrização” consiste em determinar condi- 
ções sôbre a topologia de um espaço X a fim de que a mesma possa ser de- 
finida por meio de uma métrica. Uma solução para êste problema, em têr- 
mos de uma condição necessária e suficiente para a metrizabilidade de um 
espaço topológico X fði obtida recentemente. (“Critério de Nagata-Smir- 
nov”. Vide [Dugundji] pág. 194.) Neste parágrafo nos limitaremos a es- 
tabelecer uma condição suficiente de metrizabilidade, devida a P. Urysohn, 
segundo à qual todo espaço de Hausdorff normal com base enumerável é 
metrizável. Em particular, resulta daí que um espaço de Hausdorff com- 
pacto é metrizável se, e sómente se, possui base enumerável. Em seguida, 
mostraremos que a hipótese de normalidade pode ser formalmente enfra- 
quecida, e obteremos, por exemplo, que um espaço de Hausdorff conexo e 
localmente compacto é metrizável se, e sômente se, possui base enumerável. 

A demonstração do teorema de metrização de Urysohn se baseia em 
idéia semelhante à da imersão de um espaço métrico separável no cubo de 
Hilbert. O ponto crucial reside na obtenção de uma quantidade sufici- 
entemente grande de funções reais contínuas definidas num espaço normal. 
Tais funções são fornecidas pelo famoso “Lema de Urysohn”. (Vide Prop. 
20, Cap. HI e considerações subsegientes.) Antes de demonstrar êsse 
lema, faremos algumas observações. 

Sejam X um espaço topológico e I = [0, 1] o intervalo unitário da reta. 
Dada uma função contínua f : X — I, ponhamos, para cada é E I, 


UM = {r E X; jæ) < i}. 
Os conjuntos U(t) gozam das seguintes propriedades: 
1) Cada Ut(t) é aberto em X; 
2) se s < t então U(s) C UC); 


3) dado z € X, ou f(x) = 1 ou existe t € I tal que z E U(t). Neste úl- 
timo caso, tem-se f(x) = inf. {t E I;£ € U}. 
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A propriedade 1) é imediata. Quanto a 2), dados s < t, seja r tal que 
s<r<t Então, o conjunto F = (zEX;jx) < r} é fechado em X. 
Como U(s)C FC Ut(i), segue-se que U(s) C U(i). Finalmente, 3) equi- 
vale a afirmar que f(z) = inf. {t € T;Hx) < i} quando f(z) < 1. Isto é 
óbvio. 

Reciprocamente, o conhecimento de conjuntos U(i) com as proprie- 
“dades acima permite definir uma função continua, como será mostrado 
agora. 


Proposição 11 — Sejam X um espaço topológico e D um subconjunto 
denso do intervalo I = [0,1]. Suponhamos dado, para cada r ED, um 
subconjunto U(r) C X, de tal modo que 
1) cada U(r) é aberto em X; 

2) se r < senão UnC U(s. 


Definamos uma função f : X — I, pondo f(z) = inf. ir E D;z E Ulm) 
se x pertence a algum U(r) e, no caso contrário, pondo f(z) = 1. 
A junção f é continua. 


Demonstração: Em primeiro lugar, notemos que a função f goza das 
seguintes propriedades: 


a) se z E U(r) então j(x) < r; 
b) se xd U(r) então J(x) > r. Ea 


A primeira afirmação é evidente. Quanto à segunda, se fósse f(z) < r, 
pela definição de ínfimo, existiria s E D tal que x € U(s) e s <r. Daí, 
U(s) C U(r) e portanto teríamos x E U(r). 

A fim de provar a continuidade de f num ponto arbitrário a E X, seja 
dado e > 0. Obteremos vizinhanças V e W do ponto a tais que z E V 
implique j(z) < f(a) + € e, para todo z E€ W, se tenha J(a) — e< f(z). 
Poremos então U = V N W. A vizinhança U de a será tal que TEU 
implicará |f(x) — f(a)| < e. 

Se fôr f(a) = 1, poremos V = X. SeJ(a) < 1 então f(a) = inf.fr € D; 
a & U(r)}. Pela definição de inf., e sendo D denso em I, existe r € D 
tal que f(a) < r < f(a) + e. Em virtude de b), a E U(r) e, por causa de 
a), x E U(r) implica f(z) <r < f(a) + e Pomos então V = U(r). 

Se fôr f(a) = 0, poremos W = X. Se f(a) > 0 então, como D é denso 
em I, existem r,s € D tais que f(a)—e<r< s< jfa). Segue-se que 
U) C U(s).' Ponhamos W = X — U(r). Comoj(a) > s, tem-se z E U(r). 
[Vide a), acima]. Logo, a € W. Além disso, para todo z € W, tem-se 
z Œ U(r), donde j(a)—- e<.r < f(z). [Vide b), acima.) Portanto, W 


ce 


Aee CECECECECA ECEE ECEE- 


23322399 


23933993939 


22: 


3329925 2333932239329239 


55 O TEOREMA DE METRIZAÇÃO DE URYSOHN 233 


é uma vizinhança aberta de a tal que z E W implica f(a) — e < f(z). Isto 
conclui a demonstração. 

Lembremos que, dados dois fechados disjuntos F, G num espaço topo- 
lógico X, uma função de Urysohn do par (F, G) é uma função con- 
tinua f : X — [0,1] tal que f(x) = O para todo x E F e f(x) = 1 para todo 
sEG. 


Proposição 12 — (Lema de Urysohn). Seja X um espaço normal. 
Todo par de subconjuntos fechados disjuntos em X possui uma junção de 
Uryshon. 


Demonstração: Usaremos a proposição anterior. Seja D o conjunto 
dos racionais “diádicos” do intervalo aberto (0, 1). Isto é, D é formado 
pelas frações k/2”, com n EN e 0< kE <2. D é um subconjunto denso 
do intervalo fechado [0,1]. Para cada r = k/2” € D, definiremos um 
aberto U(r) C X, de modo a serem satisfeitas as hipóteses 1) e 2) da Prop. 
11. Como FNG = Ø, temos FC X-G. Sendo X normal, existe 
um aberto U(1/2) tal que 


F C UUD C UUD X—G. 


(Vide lema anterior à Prop. 9, Cap. VII) Anàlogamente, existem abertos 
U(1/4) e U(3/4) tais que 


F C UUA) C UA) C UAD C U2) C UB) C UBAC X- G. 


Prosseguindo sucessivamente com estas intercalações, obteremos, para cada 

número diádico r E D um aberto U(r) de tal modo que F C UM) C UANC 

C X — G er < simplica U(r) C U(s). Segue-se que a função f : X — [0, 1), 

definida por f(x) = inf. {r E D;xz E U(r)} para sE U UM ej@)=1 
rED 


para z E X — U-U(r), é contínua. Além disso, como FC U(r) para 
todo r E D, temos f(x) = O para todo z E F. Finalmente, como U(r) C 
C X — G para todo r ED, vemos que z E G implica z E X — U U(r) 
e daí f(z) = 1. Isto encerra a demonstração. 

CoroLário — Sejam F um subconjunto fechado e U um subconjunto 
aberto de um espaço normal X, com F C U. Existe uma função continua 
J:X->[0,1] tal que jlx) = 1 para todo z EF, e Jx)=0se zxEX-—-U. 

Com efeito, basta tomar-uma função de Urysohn do par de; fechados 
disjuntos (F, X — U). 


OpservAçÃO — À existência de uma função de Urysohn para todo par 
de fechados disjuntos de um espaço topológico X equivale à propriedade 
de X ser normal. (Vide Corolário da Prop. 20, Cap. IIL) 
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Lema — Seja 8 uma base de abertos no espaço de Hausdorff normal X. 
Dados B E B e um ponto z € B, existe B, E $ tal que z E B, e BC B. 


Demonstração: Sendo X de Hausdorff, o ponto z é fechado. Pelo 
lema que antecede a Prop. 9, Cap. VII, existe um aberto U em X, tal que 
zEUecUC B. Como% é uma base, existe B, € B com z E Bie B,C U, 
donde BC UC B. 


Prorosição 13 — (Teorema de metrização de Urysohn) — Todo espaço 
de Hausdorff normal X, com base enumerável, é homeomorfo a um subespaço 
do cubo de Hilbert C. Em consegiiência, X é metrizável. 


Demonstração: Seja H = (Bn) uma base enumerável de X. Diremos 
que um par ordenado P = (Bm, Bn) é admissível quando Bm C Ba Evi- 
dentemente, o conjunto dos pares admissíveis é enumerável. Escolhamos, 
de uma vez por tôdas, uma enumeração (Pi, Pa, ... , Pi, ...) dos pares 
admissíveis. Pelo Lema de Urysohn, para cada par admissível P; = (Bm, Bn), 
podemos escolher uma função contínua f;: X— [0,1] tal que /4Bm) = 1 
e KX — Ba) = 0. Definimos uma aplicação f : X —C pondo, para todo 
z EX, Jo) = (f(x), J2... fi...) Pela Prop. 8, f é contínua. 
Mostremos que f é biunívoca. Como X é de Hausdorff, dados x x y em X, 
existe B, EB tal que z E Bn, y EX — Bn. Pelo lema, existe um par 
admissível P; = (Bm, Bn), com x E Bm. Segue-se que f(x) = 1 e f(y) = 0. 
Logo, f(x) = f(y). Finalmente, para provar que f é um homeomorfismo de 
X sôbre f(X), resta mostrar que f transforma abertos de X em abertos de 


JX). É suficiente considerar um aberto básico Bs E B. Dado Br, seja” 


J CN o conjunto dos índices 7 tais que existe um par admissível P; = 
= (Bm, Bx), cujo segundo elemento é B. Note-se que, quando iE J, 
fáx) > 0 implica x E By, pois f(X — B) = 0. Para cada ¿ E J, o con- 
junto A; = {y E C;y > 0} é aberto em C. Logo, 4 = U A; também 
iEJ 
é aberto em C. Afirmamos que f(Ba) = A N A(X). Isto mostrará que 
By) é aberto em j(X). Ora, em primeiro lugar, se z Œ By, então, pelo 
lema, existe Bm E B tal que t E Bm € Bn C By. Assim, P; = (Bm, By é um 
par admissível, com ¿€J e fáx)= 1. Segue-se que f(x) E A; donde 
Ho) EANHKX). Isto mostra que (B;) C A N f(X). Reciprocamente, 
se f(x) E A NHX) então existe 7 E J tal que J(x) > 0 e portanto z E Br. 
Portanto, A N XX) C KB). 


CoRoLÁRIO — Para que um espaço compacto de Hausdorff X seja me- 
trizável, é necessário e suficiente que X tenha base enumerável. 

Com efeito, se X possui uma base enumerável, então X é metrizável 
porque todo espaço compacto de Hausdorff é normal. (Prop. 9, Cap. VII.) 
Reciprocamente, todo espaço métrico compacto possui uma base enumerável. 
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O teorema de metrização de Urysohn, conforme enunciado acima, não 
permite concluir diretamente, por exemplo, que um espaço de Hausdorff 
localmente compacto com base enumerável seja metrizável. Com efeito, 
em geral, um espaço localmente compacto pode não ser normal, mesmo 
quando satisfaz ao axioma de Hausdorff. (Vide Exerc. 63, Cap. III e 
Exerc. 3, Cap. VII.) Trataremos agora de eliminar essa deficiência. 

Um espaço topológico X chama-se regular quando todo ponto z € X 
possui um sistema fundamental de vizinhanças fechadas. 

Para que um espaço X seja regular, é necessário e suficiente que, dados 
arbitrâriamente um aberto A C X e um ponto z E 4, exista um aberto 
UtalquezEUeUCA. Tomando F = X — A, vemos que X é regu- 
lar se, e sômente se, para todo fechado F em X e todo ponto x GE F, existir 
um aberto U tal quezEVeUNF=g. 


EXEMPLOS 


13. Todo espaço de Hausdorff normal X é regular. Com efeito, a 
condição de regularidade de X pode ainda ser expressa assim: dados um 
fechado F C X e um ponto z É F, existem abertos U, Vem X, com z E U, 
FCVeUNV =Ø. (Basta tomar V = X — Ü na última formulação 
do conceito de espaço regular, acima.) Como, porém, no espaço de Hausdorff 
X todo ponto x é um subconjunto fechado, esta condição de regularidade 
é um caso particular da condição de normalidade, onde um dos fechados 
se reduziu a um ponto. Segue-se que todo espaço de Hausdorff compacto 
é regular e que todo espaço métrico é regular. [Diretamente: num espaço 
métrico, tôda vizinhança de z contém uma bola B(z; €) e B(z; €/2) C B(z; 0.) 
Exist m porém espaços regulares que não são normais. (Vide Exerc. 63, 
Cap. III.) 


14. Todo espaço de Hausdorff localmente compacto é regular. Éste 
é o conteúdo da Prop. 16, Cap. VII. 


15. Todo subespaço S de um espaço regular X é regular. Com efeito, 
dado z € S, uma vizinhança arbitrária de z em S tem a forma U NS, 
onde U é umà vizinhança de z em X. Como X é regular, existe em X uma 


“vizinhança fechada V do ponto z, com V C U. Segue-se que V N S é uma 


vizinhança fechada de x em S, com V NSC UNS. Não é verdade, 
porém, que todo subespaço de um espaço normal X seja normal, mesmo 
quando X é um espaço de Hausdorff compacto. 


Proposição 14 — Todo espaço regular X, com base enumerável, é normal. 
Demonstração: Sejam F e G subconjuntos de X, fechados e disjuntos. 
Para cada z € F, tem-se x € G, logo, existe um aberto Us com z E U; e 
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U: O G = Ø, pois X é regular. Como X tem base enumerável, e portanto 
F também (Prop. 1), a cobertura FC U Uz admite uma subcobertura 
enumerável FC U Un. Da mesma maneira, existe uma subcobertura 
aberta enumerável GC U Va tal que Va N F = Ø para todo n. Considere- 
mos agora, para cada n € N, os conjuntos abertos An = Un- (Vi U... U Fn) 
e Ba = Va— (U, U ... U Un). Os conjuntos A = U Ane B = U Ba são 
abertos. Tem-se FC AeGC B. Com efeito, se zE F então z E Un 
para algum n. Como porém, Vi; ..., Va não contêm pontos de F, deve 
ser z E An donde r EA. A inclusão GC B é análoga. Finalmente, 
afirmamos que 4 N B = Ø. Para isto, deve-se mostrar que Am N Ba = Ø 
sejam quais forem m, n € N. Por simetria, basta provar que Am N 
N Bm = Ø. Ora, se zE Am então tE Um. Por outro lado, se 
x E Bmp então x Æ Un... Ump e, em particular, s Œ Um. Isto con- 
clui a demonstração. 


Corozário 1 — (Forma forte do teorema de metrização de Urysohn) — 
Todo espaço de Hausdorfj regular com base enumerável é homeomorfo a um sub- 
espaço do cubo de Hilbert e portanto é metrizável. 


Cororário 2 — Todo espaço de Hausdprff localmente compacto com 
base enumerável é metrizável. 


§ 6. Exercícios 


1. Num espaço topológico. com base enumerável, tôda base contém uma base 
enumerável. 


2. Sejam S um subconjunto denso de um espaço topológico X e Y uma coleção 
de abertos de X tal que Bg = (BN S; B E Y} é uma base de S. É 93 necessâriamen- 
te uma base de X? 


3. Um espaço de Hausdorff separável tem no máximo a potência do contínuo. 
Se X e Y são espaços separáveis, Y sendo de Hausdorff, o conjunto G(X; Y) das apli- 
cações contínuas de X em Y tem no máximo a potência do contínuo. 


4. Sejam M um espaço métrico com base enumerável e % uma coleção de subi 
conjuntos fechados de M com a seguinte propriedade: a interseção de tôda sequência 
decrescente Fi D Fz D ... D Fa D ... de conjuntos Fn E % ainda pertence a 7%. En- 
tão, existe um conjunto F € % tal que nenhum subconjunto próprio de F pertence a & 
(“Teorema da redução”, de Brouwer). 


5. Sejam CCQ; R) e GI; R) os espaços topológicos obtidos munindo-se o conjunto 
das funções contínuas f : I — R, IZ = [0,1], com as topologias da convergência uniforme 
e convergência simples, respectivamente. (Vide Ex. 22, Cap. IV.) Em GI; R) nenhum 
ponto possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. Concluir que uma 
topologia menos fina do que uma com base enumerável pode não ter base enumerável. 
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6. Num espaço métrico M, as seguintes condições são equivalentes: a) M tem 
base enumerável; b) todo conjunto não enumerável contém um ponto de acumulação; 
c) tôda coleção de abertos disjuntos é enumerável. 


7. Um Y no plano é uma figura formada por 3 segmentos de reta com uma extre- 
midade comum. Não existe no rlano uma coleção não-enumerável de Y's disjuntos 
[Lembrar que, dado um compacto Y, (Y; R?) é um espaço métrico com base enumerável, 
logo, todo conjunto não enumerável em (Y, R?) contém um ponto de acumulação.) 


8. Dar exemplo de um espaço de Hausdorff sem base enumerável no qual todo 
conjunto infinito possui ponto de acumulação. 


9. Um ponto de condensação de um conjunto S num espaço topológico X é um 
ponto z E X tal que, para cada vizinhança V de x, VM S tem o mesmo número cardinal 
que S. Num espaço com base enumerável, todo conjunto não enumerável contém um 
ponto de condensação. Substituindo “contém” por “possui” neste enunciado, basta 
supor que o espaço é de Lindelöf, 


10. Um subconjunto aberto e uma imagem contínua de um espaço separável são 
espaços separáveis. O produto de dois espaços separáveis é separável. Um subcon- 
junto fechado de um espaço separável pode não ser separável. [Vide Exerce. 15, item b), 
que se segue.) 


11. Um subconjunto fechado e uma imagem contínua de um espaço de Lindelöf 
são espaços de Lindelöf, O produto de dois espaços de Lindelöf pode não ter esta pro- 
priedade. [Vide Exerce. 15, item b), que se segue.) 


12. Todo espaço normal de Hausdorff é um espaço regular. Todo espaço regular 
de Hausdorff com & propriedade de Lindelöf é normal, Existem espaços de Hausdorff 
regulares (mesmo localmente compactas). que não são normais. (Vide Exerc. 63, 
Cap. NI) O espaço X = (0, 1), com a topologia 7 = (2, (1), X} é normal mas 
não é regular. E 


13. Para que um subconjunto fechado F de um espaço normal X seja um Gg (in- 
terseção enumerável de abertos) é necessário e suficiente que exista uma função contínua 
j:X —[0,1} tal que F = j-'(0). (Se F = N An seja, para cada n, Pr: X>[0,1) tal 
que pr(F) = 0, Pa(X — An) = 1. Pôr Hz) = Zyn(x)/2".) Dar exemplo de um ponto, 
num espaço de Hausdorff compacto, que não é um G3. 


14. Sejam F e G subconjuntos compactos disjuntos de um espaço de Hausdorff 
localmente compacto X. Existe uma função contínua f:X —[0,1) tal que HF) = 0, 
HO =1. 

15. Consideremos as seguintes propriedades relativas a um espaço topológico X: 

(BE) X tem base enumerável; 

(S) X é separável; 

(L) X é um espaço de Lindelöf; 

(C) tôda coleção de abertos disjuntos em X é enumerável (Cantor). 


Valem as implicações indicadas pelo diagrama ao lado: . Ss 


Tôdas as demais implicações entre essas propriedades são B. Ee a 
E A t 
falsas. Em virtude do diagrama, basta mostrar que (S) c 


não implica (L) nem vice-versa. Isto decorre dos exem- TS L E dá 


plos seguintes: 
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a) Seja X um conjunto não enumerável, com a topologia cujos abertos são o vazio 
e os complementares das partes enumeráveis de X. Vale (L) mas não (S). Também 
um espaço de Hausdorff compacto com a potência superior à do contínuo tem a proprie- 
dade (L) mas não (S). Por exemplo, o espaço YR; 1), I = [0,1], com a topologia da 
convergência simples. (Vide Cap. IX.) 


b) Seja X a reta, munida da topologia cuja base é formada pelos intervalos (a, b), 
seimi-abertos à direita. Ésses abertos básicos são também fechados em X, logo, X é re- 
gular. X é também um espaço de Hausdorff EI, separável. Vale ainda a propriedade 
(L) em X, donde X é normal. O produto X X X é o plano, no qual as vizinhanças bá- 
sicas de um ponto (a, b) são os quadrados semi-abertos [a, a + €) X [b,b +6). XXX 
herda de X as propriedades de ser E1, separável, de Hausdorff e regular. Mas X X X 
não é um espaço de Lindelöf. Com efeito, a reta y = —z é um subconjunto fechado, 
discreto e não-enumerável de X X X. E 


16. Na parte b) do Exerc. 15, X X X não é um espaço normal. Com efeito, sejam 
F=((r,-)EXXX;r racional) e G = (0,0) € X X X;0 irracional). F e G são 
subconjuntos fechados disjuntos de X X X mas não estão contidos em abertos dis- 
juntos. 


17. Um espaço métrico tem base enumerável se, e sômente se, é homeomorfo a 
um subconjunto de um espaço métrico compacto. 


18. Seja G um grupo topológico conexo. Se uma vizinhança do elemento neutro 
de G possui base enumerável, então G tem base enumerável. 


19. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. Indicase com X/A o 
espaço quociente de X pela relação de equivalência E 4 tal que zE4y <> z = y ou z, y&A. 
(Em outras palavras, as classes de equivalência segundo E 4 são o conjunto A e os pontos 
de X — A.) Se X fôr um espaço de Hausdorff normal e A fôr fechado em X, então X/A 


é regular, de Hausdorff. Se A é um disco (fechado) do espaço R”, então RY/A é homeo-.... 


morfo a R”, [Definir uma aplicação contínua f : R” — R” tal que f|(R” — A) é um o 
meomorfismo sôbre R” — {0} e (4) = 0.} Sejam D” o disco unitário e S”! sua fron- 
teira, Então, D”/S"-! é homeomorto a 8”, 


20, O cone sôbre um espaço topológico X é o espaço quociente CX = (X X IA 
onde Z = [0,1] e A = {(z;0 EX XI; zE€X}. Seja p:XX1I>0CX a aplicação 
quociente. O ponto a = (4) = (z, 0), para todo z E X, chama-se O vértice do cone 
CX. Sejam X um subespaço de um espaço normado E e p E E um ponto tal que, para 
x = x em X, os segmentos de reta [p, z] e [p, x'] têm apenas p em comum. Indiquemos 
com p*X a reunião dos segmentos [p, zl), z E X. Existe uma aplicação contínua e bi- 
unívoca f:CX —>p*X, tal que fez, i) = (1 — p + tz. Se X é compacto então f é 
um homeomorfismo. Um exemplo desta situação é X = fronteira de um conjunto com- 
pacto convexo K em R”, p = ponto interior a K em R”. Outro exemplo é X = qualquer 
subconjunto de um espaço de Banach E, p = ponto que não pertence à variedade afim 
gerada por X. Se tomarmos X = eixo real no plano e p = (0,1) então f :CX > p*+X 

- não é um homeomorfismo. 


21. Todo subconjunto compacto de um espaço métrico possui um sistema funda- 
mental enumerável de vizinhanças. O eixo real é um subconjunto fechado do plano que 
não possui um sistema fundamental de vizinhanças. Anâlogamente, se Q é o conjunto 
dos números racionais, o eixo A = I(r,0);r EQ) é um subconjunto fechado de Q X Q 
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que não possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. Dado um subcon- 
junto fechado A de um espaço X, seja y:X — X/A a aplicação quociente. O ponto 
a = (A) E X/A tem um sistema fundamental enumerável de vizinhanças em X/A se, 
e sômente se, 4 tem a mesma propriedade em X. 


22. Seja A = {(r,0);r EQ} CQXQ, Q = conjunto dos números racionais. O 
espaço X = (Q X Q)/4 é enumerável, de Hausdorff, normal, mas não tem base enume- 
rável. Verificar que X é um espaço de Lindelöf. 


23. a) Seja f:X —>Y uma aplicação fechada de X.sôbre Y. Dados y € Y eum 
aberto B em X, com f!(y) C B, J(B) é uma vizinhança de y. 


b) Se M é um espaço métrico compacto e f : M — Y é uma aplicação contínua sô- 
bre um espaço de Hausdorff Y, então Y é metrizável. Basta mostrar que Y tem base 
enumerável. Considerar uma base enumerável (B,) de M. Dados y € Y e um aberto 
V em Y, existe uma reunião finita B = Ba U... U Bag tal que F'(y) C B C ENV). 
Segue-se de a) que f(B) é uma vizinhança de y, contida em V. Os interiores dos conjun- 
tos /(B), onde B é do tipo Bn, U ... U Bay formam uma base enumerável de Y. Em 
outras palavras: se o espaço quociente M/E de um espaço métrico compacto M é de Haus- 
dorff, então M/E é metrizável. 


24. Sejam: X, Y conjuntos linearmente ordenados, A ordem lezicográfica no 
produto X X Y é definida assim: põe-se (z, y) < (x”, y’) quando z < x” ou então quando 
g=7ey<y. Ela torna X X Y linearmente ordenado. Lembremos que uma ordem 
linear num conjunto Z determina uma topologia de Hausdorff em Z que tem por base os 
intervalos abertos. (Vide Exerce. 14, Cap. IIL.) Por exemplo, a ordem natural dos 
números reais define no conjunto Z = [0,1)U {2} uma topologia que o torna homeo- 
morfo ao intervalo fechado [0, 1). 


a) Seja X um conjunto bem ordenado, enumerável, possuindo último elemento. Se- 
jam, 0 primeiro elemento de X e xo o último. Existe uma aplicação biunívoca f :X > R 
tal que z < z’ <>j(z) < jz). [Se X é finito, isto é óbvio. Se X é infinito, seja 
X = {zp z1..., £o}. Esta enumeração nada tem a ver com a ordem em X! (Salvo, 
naturalmente, quanto & xo € za.) Tomar uma série convergente E an =a de números 
an > 0. Definir /:X—R indutivamente. Pôr f(xo) = 0. Supondo f definida para 
todos os z; com Zi < Zn, pôr Jzn) = a;i} Concluir que, se J = [ 0,1), o conjunto 

<z, 


n 


X XJ, com a topologia da ordem lexicográfica, é homeomorfo ao intervalo [0, a + 1]. 


b) A parte a) acima foi um preparativo para a definição da reta transfinita. Seja 
X um conjunto bem-ordenado, não-enumerável, sem último elemento, tal que para cada 
zo E X, o segmento inicial {z E X; z < zo} é enumerável. O produto cartesiano X X J, 
com a topologia da ordem lexicográfica, é chamado a semi-reia transfinita L, obtida in- 


` tuitivamente intercalando-se entre cada ponto r E S e seu sucessor imediato z* um seg- 


mento de reta cujos extremós são z e xt. A reta transfinita T obtém-se tomando duas 
semi-retas transfinitas disjuntas e identificando-se seus pontos iniciais. [Rigorosamente, 
T = (L X (0,1))/E, onde E identifica (zo, 0) com (zo, 1), onde Zo é o primeiro ponto de 
L.] A reta transfinita 7 é uma variedade topológica conexa, de dimensão 1, sem base 
enumerável. Produtos TX T X...X T fornecem variedades de dimensões arbitrárias 
sem base enumerável. Salientamos que as variedades topológicas sem base enumerável 
não têm maior interêsse, exceto para a obtenção de contra-exemplos. É fácil obter va- 
riedades desconexas de dimensão n, sem base enumerável. Basta considerar o produto 
R” X X, onde X é um espaço discreto não-enumerável. 


Produtos Cartesianos Infinitos e 
Espaços de Funções 


Capítulo IX 


§ 1. Introdução 


Em capítulos anteriores consideramos várias vêzes, como exemplo 
de um método de formação de novos espaços a partir de outros, primeiro 
o produto cartesiano M = M, X...X Mn de um número finito de espaços 
métricos, depois -o- produto cartesiano X = X, X...X Xn de um número 
finito de espaços topológicos. Essas construções tinham um caráter pre- 
dominantêmente geométrico, imitando de modo óbvio a obtenção do es- 
paço euclidiano R” a partir da reta R. i 


Consideraremos agora o produto cartesiano de uma família qualquer 
de espaços topológicos. Embora formalmente o produto finito seja um 
caso particular da situação geral que estudaremos neste capítulo, a motiva- 
ção agora não é geométrica. A topologia de um produto cartesiano infi- 
nito é definida de modo a originar a convergência simples para espaços de 
funções. Consegientemente, encararemos tais produtos como espaços 
funcionais. Estudaremos suas propriedades gerais, condições de metriza- 
bilidade e demonstraremos o“Teorema de Tychonov, segundo o qual todo 
produto de espaços compactos é compacto. ` 


Trataremos também de topologias mais finas do que a topologia pro- 
duto, como a topologia da &-convergência e a topologia compacto-aberta. 
Demonstraremos o Teorema de Ascoli. Em alguns exemplos contendo 
aplicações dêsse teorema, são utilizados resultados clássicos de Análise 
real e complexa. Como sempre, tais exemplos podem ser omitidos sem pre- 
juízo da seqüência lógica. 
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O capítulo termina com uma exposição da chamada “lei exponencial” 
que se refere à iteração de espaços de funções. O resultado crucial (Prop. 
21) surgiu em conversações com o Professor E. Spanier. 


§ 2. Produtos Cartesianos Quaisquer - 


Sejam L um conjunto de índices e (Xe L uma família de espaços 
topológicos com índices em L. Isto significa que a cada À E L corresponde 
um espaço topológico Xy. 


Consideraremos o conjunto X = a Xy, produto cartesiano dos Xy. 


Os elementos de X são tôdas as filiar 2=(mhezL tais que, para cada 
AEL, a EX, Em outras palavras, um ponto z € X é uma função 
z:L— U Xy, sujeita à condição de que, para qualquer AE L, z A) = 


=m EX, Os valôres z(A) = m são chamados as “coordenadas” do 
ponto z. 

No produto cartesiano X = IIX), destacam-se as projeções sôbre os 
“eixos” Xa. Cada projeção é uma aplicação de X sôbre Xy, 


A:XS Xy 


definida por pa(z) = xx = A-ésima coordenada de x. Dados x,y EX, 
tem-se z = y se, e sômente se, m(x) = paly) qualquer que seja AE L. 


EXEMPLOS 


1. Se L fôr um conjunto finito, digamos L = (),4,7,p), então 
teremos os espaços topológicos Xy, X» X», Xp; cujo produto cartesiano é 
X=X XX, XXX,XX, Os elementos de X têm 4 coordenadas. 
fes são, portanto, da forma z = (xy, Ty Z», Tp), onde qy é tomado arbitra- 
riamente em Xy etc. Neste caso, é mais comum substituir o conjunto L 
pelo conjunto (1, 2, 3, 4) e escrever X=XXX XX XX, = 
(En La, T3, T4) ete. 


2. Se L é um conjunto infinito enumerável, é costume substituí-lo 
pelo conjunto N = (1,2,...,n,...). Então, a família de conjuntos é 


(Xana En e seu produto cartesiano se escreve X = II Xna. Os elementos 


n=1 


de X são as segiências x = (tı, %2,...,Zn...) onde Tn E Xn. 


3. Se, para todo À EL, Xa é igual ao mesmo conjunto X, então 


X = II Xx reduz-se ao conjunto Xº = § (L; X) de tôdas as aplicações 
REL 
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x:L— X, sendo a coordenada za de x simplesmente o valor z(A) da apli- 
cação x no ponto AG L. Quando L é infinito, vê-se que uma função 
z:L— X é um ponto num espaço d: “infinitas dimensões”, sendo cada 
valor z (A) = 7) uma coordenada de v nesse espaço. Assim, todo espaço 
de funções é um caso particular de produto cartesiano. Por exemplo, R? = 
= F(R;R) = 1 R, onde R:= R para todo t © R. Anàlogamente, 
ER 


temos R? = II R, I = [0,1]. Note-se que não estamos ainda consideran- 
1€1r 
do uma topologia em IIX), de modo que estas igualdades se referem ape- 


nas aos conjuntos. 


Tendo, porém, começado por tomar os X} como espaços topológicos, 


é natural tentar introduzir uma topologia no produto cartesiano X = H X). 
ES 
O mínimo que se pode esperar de uma tal topologia é que ela torne as pro- 


jeções pa : X -> X» contínuas. (Isto equivale a exigir que, se uma função 
variável x convergir para uma função fixa xo então, para cada À, x(A) deve 
convergir para zo(A).) 


É fácil tornar tôdas as projeções pı:X— X, contínuas. Basta 
tomar em X a topologia discreta. Mas é claro que uma tal escolha não 
tem interêsse pois equivale, em última análise, a não tomar topologia al- 
guma em X.” 


Vejamos então qual a condição para que uma topologia em X torne a 
projeção py: X— X, contínua, u EL. 


Seja U„ um aberto em X,. Para que p, seja contínua é necessário 
e suficiente que py (U „) seja aberto em X para tôda escolha de aberto 
U, em X, Ora, py KU,) é o conjunto dos pontos x E X cuja u-ésima 
coordenada pertence a Up. Isto é, pu (U,) é como se fôsse o produto dos 
X» onde se substituiu X, por Up Logo, 


Pu (Up) = Up x I Xy = fatia de largura Up. 
Au 


Assim, uma topologia em X torna py contínua se, e sômente se, para cada 
aberto Ua C Xp a fatia py (Up) é aberta em X. 


Como a interseção de um número finito de abertos é um aberto, uma 
topologia em X que torne tódas as projeções pı : X — Xx contínuas deverá 
conter como: abertos pelo menos as interseções finitas 


PHN. M PE Un) = Un X---X Um X I Xn () 


(GE a a d a a da G aa S Sa S Sa da Sa S G S S Ga Sa Ga oa Ge Ga G Si Gia Sa dia Ga S Ga, G S G SA G 


9939791722 )72222222923359- 


D3992999299992992999 


52 PRODUTOS CARTESIANOS QUAISQUER 243 


onde Ux, C Xap - - -> Une C Xn são abertos. Por simplicidade, escrevemos 
acima À X A; para indicar que À € L — (Ay, ..., A). Estes conjuntos (*) 
são chamados os abertos elementares de X. o 
Evidentemente, a interseção de dois abertos elementares é ainda um 
aberto elementar. É claro também que todo ponto zr E X pertence a 
algum aberto elementar (pois X é, êle próprio, um aberto elementar). Se- 
gue-se então da Prop. 10, Cap. III que os abertos elementares constituem 
a base de uma topologia + no produto cartesiano X = II X}. Um aberto 
de 7 é, por definição, uma reunião arbitrária de abertos elementares. Como 
as fatias são abertos elementares particulares, as projeções pa :X > Xy 
são contínuas relativamente a 7. Além disso, qualquer topologia em X 
que tornar tôdas as projeções pa contínuas deverá conter pelo menos os 
abertos elementares e portanto conterá todos os abertos de 7. Em outras 
palavras, essa topologia será mais fina do que 7. Podemos pois enunciar: 


Proposição 1 — Seja (Xa) EL uma família de espaços topológicos. 
A topologia menos fina no produto cartesiano X = II X, que torna continuas 
ier 
tôdas as projeções pa: X — Xy é a que tem uma base formada pelos abertos 
elementares 


pas Un) N.. A pas (Ux) = Ux X...X Um x, Xy 


onde cada Ux, C Xy é aberto. Esta é a chamada “topologia produto”. 

Assim, dado z E H Xa, uma vizinhança básica V de zna topologia 
produto é obtida do seguinte modo: tomam-se arbitrariamente índices 
Ay...» A E L, em número finito e vizinhanças Vy de zy em Xy (i = 

= 1,..., k). V será o conjunto dos pontos y € X tais que m E 
E Va.» Yu E Vu 

No caso em que L é um conjunto finito, digamos L = (1,2,..., n}, 
então uma base para a topologia produto em X = X, XXX... X Xa 
consiste dos retângulos abertos U: X UX ... X Un onde UC Xy 
UC X», ..., Un C Xan são abertos arbitrários. 

Sejam L um conjunto arbitrário e X um espaço topológico. O con- 
junto X? = §(L; X) de tôdas as aplicações de L em X pode, como vimos, 
ser considerado como o produto cartesiano II X», onde Xa = X para cada 

r€EL 
A EL. A topologia produto, acima definida, chama-se então a topologia 
da convergência simples em X>. Quando usarmos o símbolo XL, estaremos 
considerando êste conjunto munido da topologia da convergência simples. 
O mesmo significado terá o símbolo F(L; X). Já a notação Y(L; X) terá 
um significado neutro; significará apenas o conjunto. A topologia deverá 
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ser especificada em cada easo. Finalmente, se M fôr um espaço métrico, 
indicaremos com Fu(L; M) o conjunto (L; M} com a topologia da conver- 
gência uniforme. Como se recorda (Cap. V, 84), Full; M) é metrizável 
e uma métrica compatível com sua topologia pode ser definida assim: con- 
sidera-se uma métrica limitada d, uniformemente equivalente à métrica 
de M e, dadas f, g :L—M, põe-se plf, g) = sup. (dJ(N), AN); A E L}. 

A aplicação identidade 7: Yu(L; M) —> FL; M) é contínua, isto é, a 
topologia da convergência uniforme é mais fina do que a topologia da con- 
vergência simples. Isto resultará da Prop. 2 a seguir, se notarmos que, para 
cada À E L fixo, a aplicação pa : a(l; M) >M, definida por paf) = JA), 
é contínua. Podemos entretanto verificar a continuidade de i examinando 
diretamente as vizinhanças básicas de um elemento f E WL; M) relativa- 
mente a essas duas topologias. 


EXEMPLO 


4. Dada f:L— M, um sistema fundamental de vizinhanças de f em 
(L; M) é constituído pelas vizinhanças V = V(f; M, -.., Aj) = 
= {gL >M; AJIA <e i=1,2,..., n}, com An -MEL 
e e > 0 arbitrários. Por outro lado, um sistema fundamental de vizinhan- 
ças de f em FL; M) é constituído pelas vizinhanças B(J; €) = a :L>M; 
ap. dl), FA) < e). É claro que B(f; e) C VO; M, -.., An; €), O que 


pi que a topologia de u(L; M) é conifidáiielmente mais fina do 
que a de FL; M). Em muitos aspectos, a tópologia de Yu(L; M) é 
fina demais. Neste capítulo, consideraremos em (L; M) topologias mais 
finas do que %, e menos finas do que Şu. 

É fácil verificar que, se tomarmos em cada espaço X} uma base Ba 
então os abertos elementares particulares obtidos como interseções finitas 
das fatias py HU»), onde Ua E Ya, ainda constituem uma base de abertos 
para a topologia produto em X = JI Xy 

Como no caso de produtos cartesianos finitos, vale a proposição se- 
guinte, cuja demonstração omitimos por ser, a menos de modificações evi- 
dentes, a mesma da Prop. 11 do Cap. III, no caso das afirmações a) eb). 
Para c), vide Ex. 21, Cap. IH. 


Proposição 2— A topologia produto em X = II X) possui as seguintes 
propriedades: 

a) As projeções pı : X — Xy são contínuas e abertas. 

b) Dado 'um espaço topológico Z, para que uma aplicação f:Z—X 
seja continua num ponto b E Z é necessário e suficiente que, para cada in- 
dice À, a aplicação fa = po f : Z — Xy seja contínua no ponto b. 
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c) Se, para cada À, Fy é um subconjunto fechado de Xy, então, F = II Py 
éjechado em X = IIXh. 


OssERvAÇÃO — Bm produto A = HA, de subconjuntos abertos 
AC Xy não é, em geral, um subconjunto aberto de X = IIX). Vê-se 
facilmente que A = HA, é aberto em X se, e sômente se, fôr 4) = Xy 
apenas para um número finito de valôres de A. Esta é a diferença essen- 
cial entre os produtos cartesianos finitos e os infinitos. Em particular, o 
produto cartesiano de uma infinidade de espaços discretos não é um espaço 
discreto (salvo no caso trivial em que tais espaços, com exceção de um nú- 
mero finito dêles, possuem apenas um ponto). 


A topologia produto em X = IIX) é Parana ta por qualquer uma 
das propriedades abaixo: 


1) é a topologia menos fina que torna as projeções pa : X — Xy contínuas; 


2) uma aplicação f :Z— X é contínua se, e sômente se, cada Ji = 
=poºoj:Z>X, é contínua. 


Basta verificar a segunda afirmação. Seja pois, X* o mesmo conjunto 
X, munido de uma topologia tal que f:Z —» X* é contínua se, e sômente 
se, cada pa of:Z-— X é contínua. Sejam j:X —X* e i:X*—X a 
aplicações identidades. Como cada pm =7oºj:X>X é contínua, 
segue-se que j é contínua, em virtude da hipótese feita sôbre X*, Anâlo- 
gamente, cada px: X*-> X, é contínua, pois a aplicação identidade 
i: X* — X* é contínua e pp = prot: X*> Xy. Como pp = pe 1: X* > 
— Xy, segue-se que 2 é contínua. Assim, X = X*. 

Como de costume, a parte b) da Prop. 2, ou seja, a segunda proprie- 
dade acima, fornece um critério de convergência para segiiências no espaço 
produto: 


Proposição 3 — Uma segiuência (zm) no espaço produto X = II Xá 
converge para um ponto a E X se, e sômente se, para cada índice À, tem-se 
lim Taa = x, onde tm = PalTn) € aa = pala). 

n 


Demonstração: Seja P* = (0,1, 1/2, 1/3,...} com a topologia indu- 
zida da reta. Definindo /:P* > X por fl1/n) = x, e J(0) = a, sabemos 
que f é contínua se, e sômente se, lim x, = a. Então temos: a = lim z, > f 
é contínua '< cada fà = pa º f é contínua <> a, = lim x, para cada À (pois 
fin) = ta e f0) = a), o que conclui a demonstração. 

A Prop. 3 mostra que, no espaço X? = (L; X), uma seqiiência de 
aplicações fa: L — X converge para uma aplicação f : L — X se, e sômente 


se, para cada À E L, tem-se lim fi(A) = HN). Isto justifica a denominação 
de “topologia da convergência simples”. 


TEEPEE sereia 
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Note-se que a propriedade expressa pela Prop. 3 não basta para carac- 
terizar a topologia produto em X, pois os subconjuntos abertos (ou fechados) 
de um espaço nem sempre podem ser descritos através de limites de seqüên- 
cias. No caso geral, é necessário substituir as sequências por filtros ou 
por nets. (Vide [Bourbaki], Cap. I, ou [Kelley], Cap. 2.) Mas sabemos do 
Cap. IV, $6, que se o espaço topológico X é um espaço Ei (isto é, todo 
ponto x € X possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças) 
então um subconjunto F C X é fechado se, e sômente se, para tôda segiiên- 
cia (£a) convergente em X, com x, E F para todo n E N, tem-se lim z, E F. 
Isto mostra que a topologia de X pode ser caracterizada pelos limites de 
sequências. Resta então saber em que condições um produto cartesiano 
X = II Xy é um espaço El. 

Lembremos que um espaço topológico X diz-se caótico quando os úni- 
cos subconjuntos abertos de X são X e Ø. Isto equivale a dizer que, para 
cada x E X, a única vizinhança de z é o espaço inteiro. 


Proposição 4 — Seja X = IL Xa um produto de espaços topológicos. 
AEL 
Se L é enumerável e cada Xy é um espaço El, então X é um espaço Ei. Re- 
ciprocamente, se X é um espaço El então cada Xy é um espaço El e L é enume- 
rável desde que nenhum Xy seja caótico. 


Demonstração: Suponhamos L enumerável e que cada X) seja um es- 
paço Ei. Dado z = (x) E X, tomemos, para cada À € L, um sistema 
fundamental enumerável de vizinhanças (Va), Vy2,..., Va", ...) do ponto 
mw E Xa. Então, as interseções finitas das fatias py (Vw), AE L, n EN, 
constituem um conjunto enumerável, o qual é evidentemente um sistema 
fundamental de vizinhanças de z. 

Reciprocamente, seja X um espaço Ei. Dado x, E X) arbitrària- 
mente, seja z EC X tal que palz) = Ta. Seja (Vu Va... Vo...) um sis- 
tema fundamental enumerável de vizinhanças de z. Como pa é continua e 
aberta, os conjuntos Va, = pa(Vn) formam um sistema, fundamental (enu- 
merável) do ponto q». Logo, cada Xa é El. Se nenhum X, é caótico, 
suponhamos, por absurdo, que L não seja enumerável. Para cada AE L, 
seja ta E Xa um ponto que possui uma vizinhança Wy = X}. Conside- 
remos o ponto x = (7), cujas coordenadas são os x, assim escolhidos. Para 
mostrar que z não possui um sistema fundamental enumerável de vizi- 
nhanças, seja Vi... Va... uma coleção enumerável qualquer de vizi- 


X...X Um X I Xn com 2zE4,C Va. A totalidade dos índices À; 
AM 


que comparecem na formação dos A, é enumerável. Como estamos su- 
pondo L não-enumerável, existe u Œ L, u distinto de todos êsses A;. Con- 


ckeccecccecccceccecece 
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siderando a vizinhança W, de x, tal que W, = Xp vemos que a fatia 
pu KW) é uma vizinhança de z em X, a qual não contém nenhum dos An 
e por conseguinte nenhum dos Va. Segue-se que as vizinhanças Va não _ 
constituem um sistema fundamental. 


EscóLio — Se L é não-enumerável e, para cada À E L, todo ponto, E Xy 
possui uma vizinhança diferente do espaço inteiro, então nenhum ponto x 
do produto X = IL X possui um sistema fundamental enumerável de vizi- 
nhanças. 

CoroLário — Sejam Xa. .., Xm... espaços Et. Introduzamos em 
X = JI X; uma nova topologia e indiquemos com X* o espaço resultante. 

i=1 
Suponhamos que X* seja um espaço El e que uma seguência (£n) em X* com 
verge para um ponto a = (as) se, e sómente se, para cada i E N, lim Zn; = Qi 

n 
onde Tn; = pitna). Então, X* = X, isto é, a topologia de X* é a topologia 
produto. ` 

Com efeito, como X* é um espaço Eí e como, por hipótese, p; (lim zn) = 

n 
= lim pi(zn) para cada ï, segue-se que as projeções p; : X* — X, são con- 
n 


tínuas. Logo, a topologia de X* é mais fina do que a topologia produto. 
Por outro lado, a aplicação identidade p : X — X* é tal que ztn — a em X 
implica tn; — a; € X; para cada i, donde, pela hipótese sôbre X*, £n — a 
em X*, Como X é E1 (Prop. 4), y é contínua, isto é, a topologia de X é 
mais fina do que a de X* e, finalmente, X = X*. 


EXEMPLO 


5. Seja C o cubo de Hilbert (Cap. VIII, §4). Como conjunto, 

tem-se C = II[0, 1/). Além disso, pelo Corolário da Prop. 8, Cap. VIII, 
jml 

uma sequência de pontos za E C converge para um ponto a € C se, e sò 

mente se, para cada i E N, tem-se lim £a = q; onde Tni = Pin) € a: = 


= pi(a). Como C é um espaço métrico, cada um dos seus pontos possui 
um sistema fundamental enumerável de vizinhanças. Segue-se então do 
corolário anterior que a topologia induzida no cubo de Hilbert C por sua 


métrica natural é a topologia produto: C = II [0, 1/i) não sômente como 
imi 


conjunto mas também como espaço topológico. 


A demonstração da proposição seguinte é inteiramente análoga à 
da Prop. 4 e é, portanto, omitida. 
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Proposição 5 — Seja (Xa) EL uma família de espaços topológicos não- 
-caóticos. A fim de que o produto X = II Xx tenha base enumerável é neces- 
E Er 
sário e suficiente que L seja enumerável e cada X, tenha base enumerável. 


$ 3. Metrizabilidade do Produto Cartesiano 


Proposição 6 — Seja (My EL uma familia de espaços métricos, cada 
um dos quais possui pelo menos dois pontos. A topologia produto em M = Mx 
é metrizável se, e sômente se, L é enumerável. 


Demonstração: Se M é metrizável então é, em particular, um espaço 
E1. Como cada My tem mais de um ponto, nenhum dêles é caótico. Se- 
gue-se então da Prop. 4 que L é um conjunto enumerável. Reciprocamente, 


se L é enumerável, podemos substituílo por N e escrever M = II Mi. 

ial 
Indiquemos com o mesmo símbolo d as métricas dos espaços M; e ponha- 
mos, para z = (z;) e y = (y) quaisquer em M, 


= l dev) 
de, y) = x 2 1+ deny) 


É claro que a série acima sempre converge e que d: M X M -> R, assim 
definida, é uma métrica.em M. Para mostrar que d define em M a topo- 
logia produto, usaremos o Corolário da Prop. 4. Em primeiro lugar, como 
dx Yi) < d(x, y); tada projeção p; : M — M; é uma aplicação Lipschitziana 
e portanto (uniformemente) contínua. Logo, tn — a em M implica Za; > O 
em M; para cada i E N. Reciprocamente, dados um ponto a = (a) EM 
e uma seqüência de pontos tn = (Ta) E M, suponhamos que lim Zn; = q; 


para cada i Œ N. Mostremos que lim ta = a em M. Sejae> 0. Existe 
io EN tal que >, 1/2 < «2, logo, 
i> io 


Idea) e 
Sh É 1 + dita a) 2 


qualquer que seja n E N. Existe também, para cada 1 < io, um inteiro 
ni tal que n > n; implica d(zn;, ai) < €/2. Seja no = máx. fm, ..., Ni- 
Tem-se, para todo n > no: 


1 E) 1º Hana) e, e. 
+ 2a 1+ da) “2 ro 


Km, a) = EA 2 I4 dani a) 


concluindo a demonstração. 
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EXEMPLOS 


6. O espaço RE de tôdas as funções reais f : R — R, com a topolo- 
gia da convergência simples, não é metrizável porque é o produto de uma 
família não-enumerável de cópias de R. Na realidade, uma afirmação 
mais forte pode ser feita: nenhuma métrica pode ser introduzida no espaço 
-das funções reais de uma variável real de modo que a noção de convergência 
de sequências dela resultante seja a convergência simples. Com feito, 
-© fecho de um conjunto num espaço métrico é um conjunto fechado, formado 
pelos limites de tôdas as sequências convergentes no espaço, cujos elementos 
pertencem ao conjunto dado. Se a convergência simples fôsse resultante 
-de uma métrica, a seguinte proposição seria verdadeira: 

“Dada uma segúência de função fn : R -> R convergindo simplesmente 
-para uma função f, se cada fa é, por sua vez, o limite simples de uma se- 
-gência de funções pertencentes a um conjunto SC RË, então existe uma 
-sequência de funções pertencentes a S convergindo simplesmente para j.” 

Ora, a proposição acima é falsa, como o seguinte contra-exemplo mostra: 
:seja 71, 72». -> Tny- UMA enumeração dos racionais da reta e seja fn a fun- 
“ção que assume o valor 1 nos pontos r,...,7n € zero nos demais números 
reais. A segiúência (fn) converge simplesmente para a função f tal que 


Hx) = 1 para x racional e f(x) = 0 para z irracional. Seja S o conjunto das 


funções contínuas de R em R. É fácil verificar que cada fn é o limite sim- 
ples de uma segiiência de funções contínuas. [Basta considerar funções 
-cujos gráficos se compõem de triângulos isósceles com vértices nos pontos 
(ri 1) e bases cada vez menores, contidas no eixo dos zz.] Por outro lado, 


„J não é um limite simples de funções contínuas, pois é descontínua em todos 


os pontos da reta. (Cf. Prop. 15, Cap. VI.) 


7. No produto cartesiano M = M, X...X Mn de um número finito de 
«espaços métricos M; = (Ms, ds), as três métricas d'(z, y) = Dd(zsy), d” (x,y) = 
=sup. (dlzo y); i=1,..., 0} e do y) = V dm, Y1)? +... data Yn)? são 


(uniformemente) equivalentes. No caso de um produto infinito M = Ms 
-foi introduzida em M a métrica >) > TÊE (abreviatura evidente). ! Os 
i 
fatôres 1/2* entram nesta expressão apenas para garantir a convergência 
-da série. Éles podem ser substituídos por qualquer seqiiência (a;) de nú- 
meros positivos tais que La; <œ. Além disso, se existir uma constante 
k >0 tal que d; < k para todo i Œ N, podemos tomar simplesmente a 
métrica Z d;/2* no produto (ou, mais geralmente, © ad; com q > 0 e 
Za;< œ). Finalmente, como a métrica d;/2' é (uniformemente) equiva- 
Jente a d;i, podemos supor que cada d; satisfaz a d; < 1/2º* e a topologia 
produto em M = II M;, pode, então, ser definida pela métrica E d;. Isto 
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mostra que a métrica por nós introduzida no espaço produto generaliza a 
métrica d’ acima mencionada para o caso finito. As generalizações natu- 
rais das outras métricas de Mı X ... X Ma não são equivalentes a Èd; 


pois não definem em M = Bu M; a topologia produto. Com efeito, a mé- 


trica sup. {d;i E N} define an M = ğ (N; M) a topologia da convergên- 
cia uniforme, enquanto que a métrica euclidiana V'Za? conduz ao espaço 
de Hilbert H das segiências de quadrado somável. Tem-se HC RY, 
sendo fácil verificar que, em H, as topologias da convergência simples, da 
convergência uniforme e sua própria topologia como espaço de Hilbert são 
distintas uma da outra. 


Salvo menção explícita em contrário, ao considerarmos como espaço 
5 


métrico o produto M = II M;, tomaremos em M a métrica. 


i= 


1 dry) 
dm y) = L+ 2 1-day) 
Prorosição 7 — Sejam Mi,..., Mi ... espaços métricos. O produto 
cartesiano M = IL M; é um espaço métrico completo se, e sômente se, cada 
M; é completo. 


Demonstração: Suponhamos que cada fator M; é completo. Dada uma 
sequência de Cauchy (x,) em M, como as projeções p: : M — M; são uni- 
formemente contínuas, cada segúência de coordenadas (Zni)n E w- é- uma se- 
qiiência de Cauchy em M;. Logo, existe para cada i € N um pontoa; E M; 
tal que lim za; = a. Pondo a = (a) E M, temos lim „n = a (Prop. 3). 


Portanto, M é completo. Reciprocamente, se escolhermos arbitrària- 
mente um ponto a = (a) G M então, para cada TEN, a aplicação 
Pı :M;— M, definida por p(x) = (m,...; Gs, T, Gm...) é uma isome- 
tria de M; sôbre um subconjunto fechado de M. Portanto, se M fôr com- 
pleto, cada M; será também completo. 


CoroLáRIO — Seja M um espaço métrico completo. Se S= N A; é 
a interseção de uma jamília enumerável de abertos A; C M então S é homeo- 
morjo a um espaço métrico completo. 

Com efeito, para que cada i E N existe uma métrica d; compatível 
com a topologia de A;, tal que (4;, di) éum espaço métrico completo. (Vide 
Cap. Y, Ex. 8.) Em virtude da proposição anterior, o espaço métrico 
A= pi (As d;) é completo. A aplicação p:S—> A, definida por (z) = 


= T A ..) é um homeomorfismo de S sôbre a “diagonal” A = {y E A; 
Yı =y=...). Como A é evidentemente um subconjunto fechado de Á 
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e, por conseguinte, um espaço métrico completo, o corolário está demons- 
trado. 

Lembramos que uma interseção enumerável de subconjuntos abertos 
de um espaço métrico M chama-se um subconjunto de tipo Gs em M. Assim, 
o corolário acima diz que todo Gs num espaço métrico completo possui uma, 
métrica completa (compatível com sua topologia). 


EXEMPLO 


8. O espaço RY de tôdas as sequências de números reais, com a mé- 
trica produto é, em virtude das Props. 5 e 7, um espaço métrico completo 
com base enumerável. (Veremos no parágrafo seguinte que RN também 
é conexo.) O espaço de Hilbert H, das segiiências de quadrado somável, 
também goza dessas propriedades. Já vimos que a aplicação de inclusão 
i:H->R não é um homeomorfismo. Foi demonstrado recentemente, 
porém, que os espaços H e RY são homeomorfos. 3 

A proposição abaixo será demonstrada, com maior generalidade, no 
parágrafo seguinte. Sua demonstração para o caso de espaços métricos é, 
entretanto, mais elementar e segue exatamente as linhas da demonstração 
da Prop. 9 do Cap. VIH, substituindo-se apenas cada intervalo [0, 1/i] 
pelo espaço Ms. Por isso será omitida. 

Proposição 8 — O produto cartesiano M = UM: de uma segiência 

ja 
de espaços métricos compactos é um espaço métrico compacto. 


EXEMPLOS 


9. Seja 7 = [0,1]. O “cubo” IN é um espaço métrico compacto. 
Note-se que IN é homeomorfo ao cubo de Hilbert C = JI [0, 1/ através 
i=l 


iz 
da aplicação h : C — I” tal que (£i, £a, . -p 24...) = (Eh Ea. o ep Wi o) 

10. Tendo afirmado que o produto cartesiano de uma infinidade de 
espaços discretos com mais de um ponto não é um espaço discreto, exami- 
naremos com algum`detalhe um exemplo dêsse fenômeno. Inicialmente, 
faremos duas observações. A primeira é que, da maneira análoga à conhe- 
cida “expressão decimal” dos números reais, -fixado qualquer número in- 
teiro b > 1, todo número real possui uma expressão na base b.' Por exem- 
plo, se 0 < x < 1, a expressão x =0,ziãx2...7,... de x na base b significa 
que 


Er ques 


b TP 
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onde, para cada n, x, é um inteiro tal que 0< x, < b. Nossa segunda 
observação é que o conjunto de Cantor K (vide Cap. VI, Exs. 21 e 24) foi 
definido de tal modo que os pontos de K são precisamente aquêles números 
z E [0, 1) tais que a sua expressão z = 0, z1%»...;%Zn... na base 3 con- 
tém apenas os algarismos x, = 0 e x = 2. (Isto é, nenhum z, é igual a 1.) 


Mostraremos agora que K é homeomorfo ao produto cartesiano (0, 2)" 
do espaço discreto (0, 2) por si mesmo uma infinidade enumerável de vêzes. 
Para isto, basta considerar a aplicação «p : (0, 2)" — K, definida por 


S 
ETME OEE RNO ER E E e TE O = 
Pies 


Se introduzirmos em (0, 2)N a métrica 


d(e, y) 2 ne L, z= &) y= (yo) 


(Cf. Ex. 7), veremos primeiramente que q é contínua pois p(z) = d(x, 0), 
onde O = (0,0,...,0,...). Para mostrar que q é biunívoca, basta lembrar 
que, assim como a representação decimal de um número real z E [0, 1] é 
única, exceto por ambigiidades do tipo 0,23999... = 0,24000,..., tam- 
bém na base 3 os únicos números z E I que admitem duas expressões 
distintas são os da forma z = 0,71... Zn- Zn 222... = 0,71... 714000... 
onde 0O<zm<2 e yn = Tn +1. Ora, nestas condições ou = 1 ou 
Yn = I e portanto as segiências distintas (7, ..., Tn 22...) €e 
(£u. . -> Ym 0,0,...) não pertencem ambas a 10,2)”. Como q é òbvia- 
mente sôbre K, p.-é um homeomorfismo pois (0, 2)” é compacto. (Vide 
Prop. 8, citada anteriormente, e a Prop. 5 do Cap. VII.) Ora, sabemos que 
K não possui pontos isolados. Portanto, (0, 2)” goza da mesma proprie- 
dade. ; 


104. Como aplicação do exemplo acima, mostraremos a existência 
de uma curva de Peano, no cubo I” = I X...X I (n fatôres), I = [0, 1], 
para qualquer n > 1. Entendemos por curva de Peano, num espaço X 
um caminho f: I > X tal que J(I) = X. A existência da curva de Peano 
em 7” decorre das observações seguintes: S 


1) Existe uma aplicação continua q: K — I, do conjunto de Cantor K sôbre 
o intervalo | = [0,1]. Basta definir uma aplicação y : (0, 1)" — I, pondo 


Za 
Y (Er En.. Im. )= 2 


cecececeececcececececctececcececccececececceeececee 


H 
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Como todo número real x Æ [0, 1] possui uma expressão na base 2, y é 
sôbre [0,1]. Além disso, se tomarmos em (0,1) a métrica d(z,y) = 
= E jz, — y|/2", veremos que W(x) = d(z, 0), onde 0 = (0,0, ...). Logo, 
Y é continua. Definiremos, então g = Yojo g: 


K-Ls o," sto, ns or. 


onde j é o homeomorfismo evidente e q é o homeomorfismo do exemplo 
anterior. Segue-se que existe uma aplicação contínua de K” sôbre I". 


2) Para todo n EN, o conjunto de Cantor K é homeomorfo a K” = 
=KX...X K. Com efeito podemos escrever N = N1 U ... U Na 
onde os conjuntos N; são infinitos e disjuntos. [Por exemplo, podemos 
tomar N; = {p E N; o resto da divisão de p por n é :).] Então, 


10,237 = (0,230 ...U Ma = (0,2)M x... (0, 2} Nm. 


Obviamente, cada espaço (0, 2)N, é homeomorfo a K. Logo, K é homeo- 
morfo a KX...X K = K”. 


As duas observações acima já implicam que existe uma aplicação con- 
tínua fo: K — I”, do conjunto de Cantor sôbre o cubo Z”. A discussão 
completa-3ê então com o resultado seguinte: 


3) Toda aplicação continua fo:K —X estende-se continuamente a uma 
aplicação f : I — X. Com efeito, o complemento de K em 1 é uma reu- 
nião de intervalos abertos disjuntos, em cada uma de cujas extremi- 
dades fo está definida. Basta definir f linearmente em cada um dêsses 
intervalos de modo a coincidir com fo nas extremidades. 


10b. Até mesmo no cubo de Hilbert C, que é um espaço de “infinitas 
dimensões”, existe uma curva de Peano. Basta observar que C é homeo- 


morfo a JN; que é possível escrever N = U N, onde os Na são infinitos e 
n=2 


dois a dois disjuntos (por exemplo, Nn = (números p E N tais que 2º é 
a maior potência de 2 que divide p)); que portanto K é homeomorfo a KY, 
e usar o mesmo raciocínio acima, com KY em vez de K”. 


Um famoso teorema, devido a Hahn e Mazurkiewicz (vide [Newman], 
pág. 89) afirma que existe uma curva de Peano num espaço de Hausdorff X 
se, e sômente se, X é compacto, metrizável, conexo e, além disso, cada ponto 
æ € X possui um sistema fundamental de vizinhanças conexas. 
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$4. Propriedades Gerais do Produto Cartesiano 


Proposição 9-— O produto cartesiano X = HX é um espaço de 
Hausdorff se, e sômente se, cada fator Xy é um espaço de Hausdorff. 


Demonstração: Se cada X, é um espaço de Hausdorff, dados £ = y 
em X, existe algum À tal que 7a = 7. Sejam U e V vizinhanças disjuntas 
dos pontos xa = palz) e ya = paly) respectivamente, no espaço Xy. En- 
tão, px KU) e px? (V) são vizinhanças disjuntas dez e y respectivamente, 
em X. Logo, X é um espaço de Hausdorff. Reciprocamente, seja X um 
espaço de Hausdorff. Dado um índice qualquer Ao, escolhamos um ponto 
(aa) em X e consideremos o subconjunto 


F= {tE X; tw=e para todo Axo. 


A projeção pa: X — X» aplica F homeomorfamente sôbre Xa. Segue-se 
que cada fator Xa, é um espaço de Hausdorff, por ser homeomorfo a um 
subespaço de X. 


Como um caminho f :7— X, num espaço produto é simplesmente 
uma família f = (fa) de caminhos fa :I— Xy, vê-se imediatamente que 
o produto X é conexo por caminhos se, e sômente se, cada fator X) o é. 
Assim, por exemplo, é conexo por caminhos o espaço R? de tôdas as funções 
reais de uma variável real, com a topologia da convergência simples. Con- 
sideremos agora o caso geral do preduto de espaços conexos. Inicialmente, 
trataremos o caso finito. 


Proposição 10— O produto cartesiano X =X, X ...X Xn é conexo 
se, e sômente se, cada fator X; é conexo. 


Demonstração: Como cada projeção p;: X -> X; é contínua e sôbre 
Xi, se X fôr conexo cada X; o será. Reciprocamente, suponhamos que 
cada fator seja conexo. Basta considerar o caso de um produto X X Y de 
dois fatôres. Tomemos um ponto (a, b) E X X Y e mostremos que a com- 
ponente conexa C do ponto (a,b) contém qualquer outro ponto (x,y) E 
EXxY. Com efeito, os conjuntos a X Y e X X y são homeomorfos 
a Ye X respectivamente, e têm em comum o ponto (a, y). Logo, a reunião 
Z = (a X Y) U (X X y) é conexa (Prop. 30, Cap. III). Como (a,b) E Z, 
segue-se que Z C C. Em particular, (x, y) E C, o que conclui a demons- 
tração. 


Proposição 104 — O produto cartesiano X = IIX é conexo .se, e sò- 
mente se, cada jator Xy é conexo. 


Demonstração: Se X fôr conexo, cada Xa = pa (X) também o será. 
Reciprocamente, se cada X» fôr conexo, fixando arbitrâriamente um ponto 
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a = (a) E X, vemos que, para todo conjunto finito M,..., An de índices, 
o subconjunto Xy, X...X Xan x a = {r E X; a = ay A Æ A.) 
AN 


contém a e é conexo pois é evidentemente homeomorfo ao produto 
Xa, X... X Xa, (vide proposição anterior). A reunião de todos êsses con- 
juntos, obtida ao escolher-se Ay. .., Àn de tôdas as maneiras possíveis, é 
pois um conjunto conexo Z = {z E X; zy = a, exceto para um número 
finito de valôres de A}. (Cf. Prop. 30, Cap. III.) Conseguentemente Z 
é conexo e a proposição ficará demonstrada se observarmos que Z =X 


pois é claro que todo aberto elementar Ux, X...X Ur, X IF Xa contém 
algum ponto de Z. NX A; 


Cororário 1 — No produto cartesiano X = IIX as componentes co- 
nexas são os produtos TI Cy, onde cada Cy é uma componente em Xy. 


Em primeiro lugar, cada produto de componentes Cy é um subconjunto 
conexo de X, em virtude da proposição anterior. Além disso, IICy é um 
conexo máximo pois se existisse em X um subconjunto conexo S contendo 
HC, prôpriamente, tomando z € S — IIC), existiria um índice u tal que 
pe (£) E Pals) — Cu. Mas pulS) é conexo em Xp. Uma contradição. 
Finalmente, como X é a reunião dos produtos IIC», segue-se que estas 
são as componentes conexas de X. 


Em particular, vemos que todo produto cartesiano de espaços total- 
mente desconexos é totalmente desconexo. 


Corozário 2 — Para que o produto cartesiano X =TIX, seja local- 
mente conexo, é necessário e suficiente que todos os fatóres Xy sejam local- 
mente conexos e, com exceção de um número finito dêles, todos sejam conexos, 


Se X é localmente conexo então, como cada projeção py: X > X 
é uma aplicação contínua e aberta de X sôbre Xy, os fatôres X) são local- 
mente conexos. Além disso, tomando-se um pontoz E X e uma vizinhança 
conexa V D z, observamos que, exceto para um número finito de índices À, 
temos pa(V) = X). (Basta lembrar que V contém um aberto elementar.) 
Logo, X) é conexo, salvo para um número finito de valôres de À. Recipro- 


camente, para demonstrar a suficiência da condição, sejam z E MX e V 


uma vizinhança de x. Existe um aberto elementar 4 = Un X-...X 
X Unn x N com zE AC V. Como cada X, é localmente conexo, 
=x 


existe, para cada it =1,...,n um aberto conexo Wa, tal que mE 
E Wya, C Ux. Entre os Xy, À A; existe no máximo um número finito 
que não são conexos; sejam X»,,p ---sXàm Mas êstes são localmente 
conexos. Logo, podemos achar para cada i =n +1,...,m, um aberto 
Wa C Xap conexo, com ay; E Wa; Segue-se então da proposição an- 


256 PRODUTOS CARTESIANOS E ESPAÇOS DE FUNÇÕES Cap. IX 


terior que B = WyX...X Wya x H Za é uma vizinhança de 2 conexa 
e: 


e tal quez EBC V. Isto conclui a demonstração do corolário. 


EXEMPLOS 


NH. O circulo S! = {(z, y) ER?;z? + y? = 1) é conexo (por caminhos) 
pois é a imagem do intervalo [0, 27) pela aplicação contínua j(t) = e”. 
Segue-se então que o toro T” = S!X...X S! (n fatôres) é conexo (por 
caminhos). 


12. O produto de uma infinidade de espaços localmente conexos pode 
não ser localmente conexo. Tal é o caso do espaço (0, 2)” que é produto 
de uma infinidade de cópias do espaço localmente conexo (0, 2}, mas não 
é localmente conexo pois é homeomorfo ao conjunto de Cantor. (Vide Ex. 10.) 


Examinaremos agora a compacidade de um produto cartesiano, a qual 
é estabelecida pelo Teorema de 'Tychonov, em cuja demonstração intervém 
o princípio da Teoria dos Conjuntos conhecido como Teorema de Zorn. 
Lôgicamente, o Teorema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha, o 
qual já utilizamos inúmeras vêzes nos capítulos anteriores, sem maiores 
cuidados em explicitá-lo ou tecer comentários a seu respeito, dentro do 
princípio que adotamos, de assumir uma atitude “ingênua” em relação 
às questões de Lógica e Teoria dos Conjuntos. 

Entretanto, apesar dessa equivalência lógica entre o Axioma da Es- 
colha e o Teorema de Zorn, o primeiro possui um caráter “evidente” in- 
tuitivamente, isto é, pode ser facilmente aceito, exceto por pessoa com 
senso crítico altamente sofisticado. Por outro lado, o segundo se apresenta 
sob um aspecto mais matemático, de um verdadeiro teorema, em contraste 
com a forma um tanto filosófica do Axioma da Escolha. 

Para o enunciado do Teorema de Zorn, vide o Cap. 0. 

Diz-se que uma coleção % de subconjuntos de um conjunto X goza da 
propriedade da interseção finita quando a interseção F, MN... MY Fa de um 
número finito qualquer de elementos Fi,..., Fa pertencentes a Ẹ é não- 
-vazia, 

Diremos que uma coleção M de subconjuntos de X é máxima com a 
propriedade da interseção finita de tôda coleção de partes de X que contém 
M e goza da propriedade da interseção finita coincide necessariamente com 
M. Isto equivale a dizer que se SC X é tal que SN M = Ø para todo 
MEM então SEM. 

Se uma coleção M de partes de X é máxima com a propriedade da in- 
terseção finita então, dados F», ..., Fr E M deve-se ter Fi N... N Fa E M. 
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Com efeito, em virtude da propriedade da interseção finita, (Fi MN... O Fh A 
N M = para todo M E M. Anàlogamente, se M E M, tem-se 
ainda MEM. = 

A fim de demonstrar a compacidade do produto de espaços compactos, 


usaremos, além do axioma da escolha, a seguinte consequência do Teorema 
de Zorn. 


Lema — Seja & uma coleção de partes de um conjunto X, com a proprie- 
dade da interseção finita. Existe uma coleção M de partes de X, máxima 
com a propriedade da interseção finita e contendo &. 


Demonstração: Seja P o conjunto de tôdas as coleções P de partes de 
X que contêm % e gozam da propriedade da interseção finita. Conside- 
remos P ordenado pela relação da inclusão. Vê-se sem dificuldade que, 
dado um conjunto linearmente ordenado de coleções de partes de X, cada 
uma delas em P, a reunião dessas coleções ainda pertence a P. Assim, P 
é indutivo superiormente. Pelo Teorema de Zorn, existe em P um elemente: 
máximo 9, o que demonstra o lema. 


Sabemos que um espaço topológico X é compacto se, e sômente se, 
tôda coleção de subconjuntos fechados de X, com a propriedade da inter- 
seção finita, tem interseção não-vazia. 


Proposição 11 — (Teorema de Tychonoo) — O produto cartesiano 
X = I X; é compacto se, e sômente se, cada fator Xy é compacto. 


Demonstração: Como cada X, é a imagem de X pela aplicação con- 
tinua pr: X->X,, se X fôr compacto, cada Xa o será também. Re- 
ciprocamente, seja cada X) compacto. Consideremos uma família & 
de subconjuntos fechados de X, com a propriedade da interseção finita. 
Devemos achar um ponto x E X que pertença a todos os conjuntos de §. 
Usando o lema, obtemos uma coleção M de partes de X, contendo & e má- 
xima em relação à propriedade da interseção finita. (Os conjuntos perten- 
centes a M não são necessàriamente fechados.) Para cada índice À, a 
coleção p(M) = {pa(M); M E M} das projeções de todos os conjuntos M E 
EM tem a propriedade da interseção finita, pois pM) N... píM) D 
DPM: N...N Mn). Segue-se que os fechos pM), M EM, formam 
uma. coleção de subconjuntos fechados de X), com a propriedade da inter-. 
seção finita. Como Xa é compacto, existe um ponto ma E X} que per- 
tence ao fecho de px(M), para todo M EM. Seja x = (7) o ponto de X 
que possui como coordenadas os x» assim obtidos. Mostremos que z € M 
para todo MEM e daí decorrerá que z € F para todo FEZ. Ora, 
qualquer que seja à fatia aberta pa` (U) contendo x, U é um aberto de X) 
contendo zy, portanto, U N pa(M) = Ø para todo M E€ M e dai px! (U) A 
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QM Ag para todo MEM Segue-se então que tôda fatia aberta 
px KU) contendo x pertence à coleção M e, por conseguinte, todo aberto 
elementar contendo x, como interseção finita de fatias abertas que contêm 
z, também pertence a M} e portanto, tem interseção não-vazia com todo 
conjunto M EM. Assim, t E€ M para todo M EM, como queríamos 
demonstrar. 


CoroLário — O produto cartesiano X = II X) é localmente compacto 
se, e sômente se, os fatôres Xa são compactos, exceto um número finito dêles, 
os quais são localmente compactos. 

Se X é localmente compacto, tomamos um ponto x E X e uma vizi- 
nhança compacta V Ð z. Como cada projeção px: X -Xy é uma apli- 
cação contínua aberta, vemos que px(V) é uma vizinhança compacta de xx 
em Xa. Isto mostra que cada X, é localmente compacto e, como px(V) = Xy 
exceto para um número finito de valóres de À, vemos também que existe 
no máximo um número finito de fatôres X» que não são compactos. Para 
demonstrar a recíproca, tomamos um ponto arbitrário z € IE X). Sejam 
Xap- Xa OS únicos Xa não-compactos. Para cada i= 1,..., n, to- 
memos uma vizinhança compacta Vy; de xx, em Xa,. Então, Pu X... x 
X Va x, e é uma vizinhança compacta de v em X, concluindo a de- 


monstração do corolário. 


$5. Convergência Uniforme numa Família de Partes 


Sejam X um conjunto arbitrário e M um espaço métrico. ` Conforme 
foi convencionado no $2, indicaremos com §(X; M) o conjunto das apli- 
cações de X em M, enquanto que F(X; M) e FX; M) indicarão respecti- 
vamente os espaços topológicos obtidos munindo-se (X; M) da topologia 
da convergência simples, e da topologia da convergência uniforme. 

Vimos no Cap. V, 84, que FX; M) é metrizável. Por outro lado, 
foi mostrado acima que (X; M) não é metrizável, a menos que X seja 
enumerável ou que M se reduza a um ponto. Sabemos também que a 
convergência no espaço Fu(X; M) significa convergência uniforme de apli- 
cações fn : X — M e que a convergência em (X; M) significa convergên- 
cia simples de aplicações fn : X > M. 

Seja agora © uma coleção de subconjuntos S C X. Definiremos em 
(X; M) umd fõpologia, que chamaremos a topologia da convergência uni- 
forme nas partes de ©. O espaço resultante será indicado com ğe(X; M) 
e a convergência fa—>/f, de pontos nesse espaço, significará que fn — f 
uniformemente em cada S € ©. (Vide Cap. IV, $4) 

Recordemos inicialmente que, dados um conjunto X, um espaço topo- 
lógico Y e uma aplicação Y :X —Y, a topologia induzida por œ nọ. con- 
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junto X é formada pelos abertos q2-'(4), onde 4 é um aberto arbitrário de 
Y. Esta é a topologia menos fina que se pode introduzir em X de modo a 
tornar q contínua. Ela é caracterizada pelo fato de que uma aplicação 
f:Z>X, de um espaço topológico arbitrário Z em X, é contínua se, e 
somente se, a aplicação composta pv o f:Z— Y fôr contínua. Em parti- 
cular, uma segiiência de pontos x, E X converge para um ponto «E X 
se, e sômente se, (zm) > g(x) em Y. É fácil verificar que, sendo Y um 
espaço de Hausdorff, a topologia induzida por œ em X é de Hausdorff se, 
e sômente se, q fôr biunívoca. Quando é biunívoca, ¢ é um homeomor- 
fismo de X sôbre o subespaço (X) de Y. Finalmente, dado x € X, se 
olx) = y e se N(y) é um sistema fundamental de vizinhanças de y e F, en- 
tão os conjuntos oV), V E N(y), formam um sistema fundamental de 
vizinhanças na topologia induzida por q em X. 
Consideremos agora a família de espaços topológicos (Xy(S; M))s E E 
e o espaço produto cartesiano 
Y = I hS; M). 
sE 


Na 


A aplicação g :Ẹ(X; M) — Y, definida por yf) = (F|S)sES, onde J!S é 
a restrição de f : X > M a 8, induz em 3(X; M) uma topologia. O espaço 
topológico resultante será indicado com Je(X; M). 

Resulta imediatamente desta definição que fa- jf em e(X; M) se, 
e sômente se, fal S — f|S uniformemente, para cada S ES. (CJ. Prop. 8) 

Examinemos como são as vizinhanças de uma aplicação j:X — M 
na topologia do espaço ğe(X; M). 

Em primeiro lugar, dado S € &, um sistema fundamental de vizirhan- 


ças de uma aplicação À E a(S; M) é formado pelos conjuntos abaixo, 
onde e > 0 é arbitrário: 


Víh;j) = {k :S >U; d(h, k) < à} = 
= {k :S >M; sup. d(A(x), k(x)) < e}. 


ZE Ss 


Logo, podemos obter um sistema fundamental de vizinhanças de um 


ponto h=(hs)seS em Y = 1 FaulS; M) considerado os abertos elemen- 
tares: 


VA; Su- Sw €) = {k = (ks) E Y; dsp ks) < 6i = 1,- n} 


onde S1,..., Sn E S são arbitrários e € > O também. (A rigor, deveriamos 


tomar é,...,€, mas é claro que e = min.(e, ..., €} também dá origem 
a um sistema fundamental de vizinhanças de h em Y.) 
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Finalmente, concluímos que, dada f : X — M, um sistema fundamental 
de vizinhanças de f no espaço ğe(X; M) é formado pelos conjuntos da forma 


VU; Su. -s Sm €) = {g : X —> M; dlglSa JIS) < e i= l, n} 


onde S1, . ., Sn E Gee > 0 são arbitrários e d(g|S, J |S) =sup. (dlg(x), (x). 
A sEs 
É imediato que: 


D)8S=S8U...U Sa implica V(f; Si... Sm © = VJ; S, o; 
2) TC 8S implica Vf; 8S, OC VO; TO. = 


Resulta daí que, indicando com ©* a coleção formada por tôdas as - 


reuniões finitas Sı U...U Sn de elementos S; E S e mais tôdas as partes 
TCS de elementos S E ©, temos Fe (X; M) = SexX; M). A coleção S* 
será chamada o saturamento de © e diremos que S é saturada quando S* = ©, 

Por conseguinte, não há perda de generalidade em supor sempre que 
Sa... Sn ES implica S U...U Sn ES e queSES implica TES 
para todo T C 8. Isto será admitido, implicitamente, sempre que houver 
conveniência. Quando © contém as reuniões finitas de seus elementos, 
um sistema fundamental de vizinhanças de um ponto f E Je(X; M) é sim- 
plesmente formado pelas vizinhanças V(f; S, €), SE ©, e > 0. 


Como o produto cartesiano Y = TI u (S; 11) é um espaço de Hausdorff, 

8 
à topologia em ğe(X; M) será de Hausdorff se, e sômente se, a aplicação 
o: (X; M) > Y, definida por of) = (f|S)s € &, fôr biunívoca. É fácil 


de ver que isto acontece se, e sômente se, X = U 8, istoé, cada ponto 
sES 
z E S pertence a algum SEG. Podemos então enunciar: 


Proposição 12 — Fe(X; M) é um espaço de Hausdorff se, e sômente se, 


5 é uma cobertura de X. 


EXEMPLO 
13. Como casos particulares, temos: 


a) A topologia da convergência simples: SAX; M) = Ve(X; M)- quando 
3 é a coleção das partes finitas de X ou, equivalentemente, quando os ele- 
mentos de S são as partes de X que se reduzem a um ponto. 

b) A topologia da convergência uniforme: BlX; M) = Se(X; M) quando 
S é o conjunto de tôdas as partes de X ou, equivalentemente, quando & 
consiste do único elemento X. 
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un 
w 


c) A topologia da convergência uniforme nas partes compactas: quando 
X é um espaço topológico e © é a coleção das partes compactas de X. Es- 
creve-se, neste caso, FX; M), em vez de 3=(X; I). Quando X é um es- 
paço de Hausdorff, tem-se 34X; U) = Je, (X; M), onde &, é a coleção 
das partes relativamente compactas de X. Com efeito, neste caso ©; é 
formada por todos os subconjuntos dos elementos S EE. Quando X 
é compacto, FAX; U) = F(X; M). 


d) À topologia da convergência uniforme nas partes limitadas: quando 
X fôr um espaço métrico e S fôr a coleção das partes limitadas de X. Es- 
creve-se então (X; A) = Sa(X;M). No caso de X = R”, temos 
FaR”; M) = F(R”; M), pois um subconjunto do R” é limitado se, e sò- 
mente se, é relativamente compacto. 


Indicaremos com Ca(X; M) o subespaço de Fe(X; M) formado pelas 
aplicações contínuas f : X — J, do espaço topológico X no espaço métrico 
M. O símbolo G(X; A) indicará apenas o conjunto das aplicações conti- 
nuas de X em M, enquanto E(X; M) C (X; M), CX; U) C dX; M), 
e X; M) C Şe (X; M) indicarão os subespaços correspondentes. 


Proposição 13 — Sejam X um espaço topológico e M um espaço mé- 
trico. Dada uma coleção S de partes de X, se os interiores dos conjuntos 
SES cobrem X então Co(X; M) é um subconjunto fechado de Be(X; M). 


Demonstração: Em primeiro lugar, observemos que CX; 17) é um 
subconjunto fechado de Ju(X; M), em virtude da Prop. 17, do Cap. HI e 
do fato de que FX; 17) = B(X; M) para uma conveniente métrica de M 
(cj. Corol. 5, Prop. 3, Cap. V). Assim, para cada SE ©, 648; W) é um 
subconjunto fechado de Ju(S;M) e portanto D = H Cu(S; U) é um sub- 
conjunto fechado de Y = aa F(s; H). Segue-se que 7D) é um subecon- 
junto fechado de Fa(X; M), onde q : Ya(X; M) — Y é definida por (J) = 
= (f|Sses. Ora, oHD) é o conjunto das aplicações f : X — M tais que 
JiS é contínua, para cada S E S. Como cada ponto v ES pertence ao 
interior de algum S E ©, segue-se que f : X — M é contínua se, e sômente 
se, fIS é contínua par cada SES. Assim, gD) = Ce(X; V), o que 
conelui a demonstração. 


CoroLário — Se X fôr localmente compacto, então CX; M) será um 
subconjunto fechado de SAX; M). 

A Prop. 13 corresponde ao fato de que o limite de uma sequência 
localmente uniformemente convergente de aplicações contínuas é ainda uma 
aplicação contínua. (Cf. Ex. 19, Cap. IV.) 
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Por outro lado, €(X; M) não é, salvo em casos triviais, um subcon- 
junto fechado de (X; M). 


Osservação — Se f,g:X — M são contínuas e sup. d(f(2), g(x)) < € 
z€s 
então sup. d((x), (x) < e Em outras palavras, no espaço Ca(X; M) 
z S 
tem-se V(J; S, 0) = VG; 5, e). Segue-se daí que, indicando com © a 
coleção dos fechos S dos conjuntos SE ©, temos Ca(X; M) = Cs(X; M). 
Isto corresponde ao fato de que se as aplicações fa: X>Mej:X>M 


são contínuas e fn — f uniformemente em S então fr — f uniformemente em S. 


Prorosição 15 — Quando S é uma cobertura enumerável de X, o espaço 
FelX; M) é metrizável. 


Demonstração: Em virtude da Prop. 6, o espaço Y = II a(S; M) 
sES 
é metrizável. Como © cobre X, a aplicação o: Se(X;M)> Y é biuní- 
voca e portanto um homeomorfismo sôbre um subespaço de Y. Logo, 
Se(X; M) é metrizável. 


CoroLário — Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto 
enumerável no infinito. Então, SAX; M) é metrizável. 


Com efeito, pela Prop. 23, Cap. VII, temos X = U Km onde cada 


Ka é compacto e Ka C int. Ki. Seja © = (Ky, Ko... Ko. .). Todo 
subconjunto de X está contido em algum K,. Logo, o saturamento de 
© é a coleção das partes relativamente compactas de X. Segue-se que 
vs (X; M) = ŞAX; M). Pela proposição acima, Fe(X;M) é metrizóvel, 
o que demonstra o corolário. 


Quando existe uma cobertura enumerável So = {Sy Sy..., Sn...) 


tal que Fe(X;M) = ğe (X; M) então a topologia de Be(X;M) pode 
ser definida (vide $3) pela métrica 


O 


21 da), (o) 
0) = Doi SUP T+ ato 06) * 


Assim, por exemplo, considerando a coleção dos intervalos [- n, n] da 
reta, (onde n € N) vemos que a topologia de FR, R) pode ser definida 
pela métrica 


>» À ip. ltd — Wi 


o) = dm SP T+ | O 
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Se M é um espaço métrico completo então (dentro da hipótese feita sôbre 
So) a métrica (*) acima torna FX; M) um espaço métrico completo. 


Com efeito, pela Prop. 7, o produto Y = H §.(Sa; M) é um espaço 
n=l 


métrico completo. Além disso, a aplicação q :ğe(X; M) - Y, definida 
_por (f) = (fa), com fa = f| Sn, é uma isometria de Fe(X; M) sôbre um su- 
bespaço F C Y. O subespaço F consiste de tôdas as sequências h = (ha) 
(onde cada hn é uma aplicação de Sn em 17) tais que existe uma aplicação 
J:X>M com h = f|Sn. Isto se exprime simplesmente dizendo que F é 
formado pelas segiiências k = (hn), hn:Sn—> M, tais que hm(x) = An(x) 
sempre que £ E Sm N Sn. Para concluir que Fe(X; M) é completo, basta 
então provar que F é fechado em Y, o que será feito mediante o lema abaixo. 


Lema — O conjunto F, imagem da aplicação q: FX; M) — Y, onde 
Y= ane (S; M) e MP) = GIS)se S, é fechado em Y. 

Demonstração: F consiste das famílias h = (As) E Y tais que As(x) = 
= hr(x) sempre que zESNT. Seja kE PF em Y. Dados arbitrària- 
mente STES e wESMT, mostremos que ks(xo) = kr(x). Daí 
seguir-se-á que k € F, donde F é fechado. Seja e > 0 arbitrário, O econ- 
junto V = {h E Y; d(hs, ks) <. €, d(hr, kr) < € é uma vizinhança de k 
em Y. Logo existe h€ V Q F. Isto significa que As(xo) = hr (xo), 
d(hs(xo), ks(£o)) < € e d(hr(xo), kr(xo) < e. Logo, d(ks(xo), krlzo)) < 2e. 
Como e é arbitrário, concluímos que ks(to) = kr(£o), o que prova o lema. 


Em virtude dos corolários das Props. 13 e 14, concluímos então que: 
Se X fôr um espaço de Hausdorff localmente compacto enumerável no infinito 
e M fôr um espaço métrico completo, a métrica (*) acima definida torna 
C(X; M) um espaço métrico completo. 


Se, além disso, X fôr metrizável e M tiver base enumerável, © (X; M) terá 
base enumerável. 

Esta última conclusão segue-se da Prop. 5 dêste Cap. e da Prop. 5 do 
Cap. VIII. Finalizando estas observações notamos que, muito embora o 
espaço topológico Fe(X; M) nem sempre seja metrizável, sua topologia pode 
ser descritr-através de segiiências, do seguinte modo: 

Suponhamos que S1,..., MES implique S1 U ... US, ES. Dado 
um subconjunto PC SAX:;M) tem-se f € P se, e sómente se, para cada 


S E ©, existe uma segiência de aplicações ja E P convergindo para f unifor- 
memente em S. [A segúência (fa) depende do conjunto 8.) 
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Para verificar a veracidade da afirmação acima, suponhamos 
j EP. Então, fixado arbitririamente S E S, para cada n Æ N existe 
hCPNVGS, 1n). Segue-se que ji—f uniformemente em S. Rec- 
procamente, se tal condição se cumpre, mostraremos que f EP. Pela 
hipótese feita sôbre ©, os conjuntos V(f; S, €) constituem um sistema fun- 
damental de vizinhanças de j em Fs(X; M). Para cada e > 0 e cada S ES 
existe no tal que n > no implica d(J,|S, |S) < e com fa E P. Logo, 
ih E V(;8,9 e portanto f E P. 


§ 6. Eqüicontinuidade 


Sejam X um espaço topológico e M um espuço métrico. Um conjunto 
E de aplicações f : X — M diz-se egiicontinuo no ponto to E X quando, 
para todo e > 0, existe uma vizinhança V de «o em X tal que, para todo 
vEV, Hvr) < é qualquer que seja fe E. 

Se E é eqüicontínuo no ponto xo, então tôdas as aplicações f E E são 
contínuas no ponto xo e todo subconjunto de E é eqüicontínuo no ponto xo. 

Diz-se que um conjunto E de apleações f: X — M é eqüicontinuo 
quando E é egiticontínuo em todos os pontos de X. 

Se X também fôr um espaço métrico, um conjunto Æ de aplicações 
J:X->M dir-seá uniformemente equicontinuo se, para cada e > 0, existir 
ô>0tal que d(e, y) < ô xy EX, implique dG), JU) < 6 qualquer 
que seja j E E. 


EXEMPLOS 


14, Todo conjunto finito E = {fn... fay de aplicações contínuas 
h:X>M é eqüicoutínuo. Com efeito, dado ro E X, para cada €>0 
e cada i = 1,...,n, existe uma vizinhança F: do ponto xo em X tal que 
x EV; implica Afa), jivo)< e. Seja V= F:N... OVa Então, 
xE V implea dia), Fxo)) < 6 seja qual fòr} = ji CL. 


15. Sejam X, M espaços métricos e E um conjunto de aplicações de 


X em M tal que existe uma constante (de Lipschitz) c > O com a seguinte 
propriedade: (fix), H(y)) < c - d(z, y), quaisquer que sejam ,yEX e 
jJ E&E. Então, E é uniformemente egiicontinuo. Com efeito, dado € > 0, 
basta tomar ô =elc. Se d(r,y) < O, tem-se d(f(x), J(1))) < €, para tôda 


J EE. Em particular, temos: 


15a. Sejam X, M espaços métricos. Todo conjunto E de contrações 
jracas (isto é, aplicações tais que d(f(x). f(y)) < dæ, y)) de X em M é uni- 
formemente eqiiicontínuo. Por exemplo, dado um espaço métrico M, 
seja E = (j;v E M} o conjunto das funções reais fz: M — R, definidas 
por fly) = dz, y}, y E M. E é a imagem de J pela imersão isométrica 
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v:M — CAM; R), (vide Ex. 14, Cap. I) onde (z) = fz Os elementos 
do conjunto de funções E são contrações fracas, pois |fi(y) — Jd] = 
= |d(z, y) — d(x, z)| < d(y, 2) (Corol. da Prop. 1, Cap. I). Portanto, E 
é (uniformemente) eqúicontínuo. 

Mais geralmente, seja (M) a coleção dos subconjuntos limitados, 
fechados e não-vazios do espaço métrico M. Definiremos uma imersão 
natural o : (4) > ElM; R) pondo, para cada FE ZUM, (F) = Jr, 
onde fp : M > R é a função tal que fr(2) = d(x, F), x E M. O fato de que 
© é biunívoca resulta imediatamente de serem fechados os conjuntos 
FEM). Indiquemos com E = (frF E X(M)) a imagem de ¢. O 
conjunto E é uniformemente equicontínuo. Com efeito, as funções fr E E 
são tôdas contrações fracas porque, em virtude da Prop. 1, Cap. I, temos 
eta) — fr(y) | = | d(x, F) — dly, F)| < d(e, y), sejam quais forem z, y EM. 
Costuma-se identificar (M) com E e considerar F(A) como um subcon- 
junto (uniformemente) egitcontínuo de (M; R). 


15b. Todo conjunto E de imersões isométricas f:X — M [isto é, 
aplicações f tais que d(e), Hy)) = d(x, y)] é uniformemente egiicontínuo, 
Em particular, todo conjunto E de isometrias f : M — M (imersões isomé- 
tricas de M sôbre M) é uniformemente equicontínuo. 


16. Generalizando o exemplo anterior, seja E um conjunto de apli- 
cações de X em M (espaços métricos) com a seguinte propriedade: para cada 
x ES existem uma vizinhança Vz e um número real cz > O tais que 
IY) Ile) < cz d(y,2) para quaisquer y,z € Vi e jE E. (Diz-se neste 
caso que as aplicações f E E são localmente Lipschitzianas de maneira 
uniforme.) Então, E é egúicontínuo. Em particular, seja E um conjunto ` 
de aplicações diferenciáveis f: U — R”, definidas num aberto UC R”. 
Suponhamos que, para todo x & U, exista uma bola B, de centro x, contida 
em U, e um número real cz > O tais que |/(y)| < cz para todo y € Bz e 
tôda JEE. Então, pelo teorema do valor médio, temos |j(y) — J(2)| < 
< cs|y — z| quaisquer que sejam f C E, y,z E Ba. Segue-se que o con- 
junto E é egiiicontínuo. 


17. Seja E = {fn J»... Jm--.} onde fa: R —> R é definida do se- 
guinte modo: se x = 2p -n é um múlti- 
plo par de n, fx) = 0, se z = (2p + Dn } 
é um múltiplo tmpar de n, falx) = 1. Í 
Entre 2p-n e (2p +1)n, fa é li- ; | 
near. Se excetuarmos os pontos da ~ +~ 


reta com coordenadas inteiras, 2s fun- 
ções J EE serão deriváveis, com 


I7'(a)| < 1. Como o teorema do valor Gráfico de fa 
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médio é ainda válido para funções que deixam de possuir derivada num 
conjunto enumerável de pontos (vide [Dieudonné], pág. 153), temos 
co) — Hal <l|z— y| sejam quais forem f € E, zyER. Logo, E é 
uniformemente egiicontinuo. (Isto pode ser facilmente verificado sem 
apêlo ao teorema do valor médio.) 


18. Seja [a,b] um intervalo compacto da reta. Indiquemos com 
C = Ela, b]; R) o espaço vetorial das funções reais contínuas definidas em 
[a, b] com a topologia da convergência uniforme, a qual, como se sabe, é 
definida pela norma |f| = sup. {if@)l;x E lab). Seja KE:fa,biX 
X [a,b]) > R uma função real contínua de duas variáveis. Com auxílio 
de k, definimos uma aplicação linear K : C — C, pondo, para cada jE C 
e x E fa, b} 


b 
K(f) = f klz, y) J4) dy. 


Vê-se que |K()| < |k]: |f], onde |k] = sup.{|k(z, y)| ; x, y E lab). 
Logo, K é contínua. Dada uma constante r > 0, seja D = {f E C;lf| <7} 
o disco de centro O e raio r em C. O conjunto D não é eqiiicontínuo mas 
K(D), sua imagem por K, é eqiicontínuo. Com efeito dada fo E C e tomado 
e>0, seja ô > Otal que |z— xo] < ô implique lk(x,y) — le(xo, y)! < 
<e-rib— a), para todo y E [a,b]. (A existência de à provém do fato 
de que k é uniformemente contínua em fa, b] X [a,b]) Então, seja qual 
fôr f E D, teremos 


aN , 
IK(D 2 — K-z = | f (kle, 1) — kleo 9) ft) dy | < 
E b 

< f ike- ne DIO e 


desde que |x — zo| < ô. Conelui-se daí que K transforma todo sub- 
conjunto limitado SC C num conjunto (uniformemente) eqüicontínuo 
K($). 


19. Seja U um subconjunto aberto do plano Rº. Identificando R? 

—. som o corpo dos números complexos, seja E um conjunto de funções holo- 
morfas f : U -> R? (isto é, funções complexas que possuam derivadas, no 
sentido dos números complexos, em todos os pontos de U). Suponhamos 
que, para cada subconjunto compacto K C U, exista um número real 

c = e(K) > O tal que |f(2)| < c sejam quais forem f CE ez € K. (Diz-se 
que as funções f E E são uniformemente limitadas em cada subconjunto 
compacto de U.) Então, E é egiicontínuo. Com efeito, dado zo E U, 
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seja K = {w E R?; |w-— zo| < 2ro} um disco de centro zs e raio 2ro, con- 
tido em U. Seja c = c{K). Chamemos de V o disco de centro Zo e raio ro. 
Afirmamos que z, w € V implica |j(2) — j) < (2c/ro) |z — wl, qualquer 
que seja /C E. Pelo teorema do valor médio, basta mostrar que, para 
todo z € F e tôda f € E, tem-se |7(2)| < 2cjro Ora, em virtude da fór- 
mula integral de Cauchy, chamando de C = {w E Rẹ}; |w — zo| = 219) o 
bordo de K, temos, para todo z E V: 


| i 
ROH | 1 f Jw) de < E Tro = 2ejro, 
c 


2mi (2 — w} 2xro? 


pois, para todo w E C, |z- w| È re |u)| <c 


Sejam X um espaço topológico e M um espaço métrico. Dado um 
conjunto E C (X; H) de aplicações de X em M, a cada ponto s E X, 
podemos associar uma aplicação % : E — M, definida por Z(7) = f(x). Isto 
equivale a encarar, no símbolo f(x), f E E, x E X, x como uma função e f 
como a variável independente. Ou ainda, considerando Y(X; M) = M* 
como o produto cartesiano de várias cópias de 27, com índices em X, temos 
EC MF, e. para cada x € X, 4 = pz|E = restrição ao conjunto E da pro- 
jeção pz: M* > AI. Vê-se então que Z E C(E; M) desde que tomemos em 
E uma topologia pelo menos tão fina quanto a topologia da convergência 
simples. : 

Convencionemos portanto que está definida em & uma topologia, da 
qual exigiremos apenas que seja pelo menos tão fina quanto a topologia 
do subespaço Z C F(X; M). Teremos então uma aplicação 


P : X > GE; M), 


definida por P(x) = x, sendo (f) =), j E E, x E X. 


Prorosição 15 — O conjunto E C (X; M) é egiicontinuo no ponto 
to E X se, e sômente se, a aplicação P : X — CE; M) é continua no ponto 
xz. Se X jór um espaço métrico, E será uniformemente eqüicontinuo se, e 
somente se, P fôr uniformemente contínua. 


Demonstração: A condição “d(J(x), f(xo)) < € para todo z E V e todo 
JE E” equivale a “d(x()), Zo(f)) < € para todo z € V e todo f € E”, ou 
seja, a “d(Z, Zo) < € para todo z E V”, o que exprime a continuidade de 
P no ponto zo. A segunda parte da proposição se demonstra anãlogamente. 


Corocário — Seja X um espaço métrico compacto. Todo conjunto 
equicontinuo E C F(X; M) é uniformemente egiiicontinuo. 
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Com efeito, tôda aplicação continua P:X>€(E;M) é uniforme- 
mente contínua. 


§ 7. O Teorema de Ascoli 


Prorosição 16 — Sejam X um espaço topológico e M um espaço mé- 
trico. Sôbre um conjunto eguicontínuo E C S(X; M) a topologia da conver- 
gência simples coincide com a topologia da convergência uniforme nas partes 
compactas. 


Demonstração: Indiquemos com E, e Ee os espaços topológicos obti- 
dos quando se considera E como subespaço de C(X;M) e de G. (X; M), 
respectivamente. Como a aplicação identidade E, — E. é contínua, basta 
mostrar a continuidade da aplicação identidade E, —» E.. Tomemos arbi- 
trâriamente f € E. e uma vizinhança básica V=V(;K,0) = GEE; 
sup. d(g(z), f(x) < e}, sendo K C X compacto e e> 0. Cada E€ K 


zEx 
possui uma vizinhança W+, tal que y E Wz implica d(g(y), g(x)) < €/3, 


qualquer que seja g E E. A cobertura K C U Wz admite uma subco- 
cobertura finita KC W, U ...U Wn, onde W: = Wi =1,...,n. Seja, 
U = {9 E E; dlge), j@D)| <€3, i=1...., n}. Então, U é uma vizi- 
nhança de f em Es. Resta mostrar que U C V. Ora, dado x E K qualquer, 
tem-se z E€ W; = W,, para algum i = 1,...,n. Logo, d(g(x), g(x:) < €/3 
e da), Jx)) < «3, pois f,g E E. Além disso, como gEU temos 
d(g(z:), Hai) < e/3. Segue-se que d(g(x), (x) < do(a), g)) + dlg(zi), F) + 
-+ d(Ja), jlx) < e Como f, g são contínuas e K é compacto, 
sup. d(g(x), H(x)) < ee das g E VY, concluindo a demonstração. 

Ex = 

Proposição 17 — Sejam X um espaço topológico e M um espaço mé- 
trico. O fecho de um conjunto egiicontinuo E C EX; M) é ainda um con- 
junto eqüicontinuo. 

Demonstração: Para provar que o fecho É é eqüicontinuo, tomemos 
arbitrâriamente um ponto zo E X e um número real e > 0. Existe uma 
vizinhança V do ponto zo em X tal que d(f(x), f(x0)) < €/3 para todo z € V 
e tôda JC E. Afirmamos que sEV implica d(g(x), g(x0)) < e para 
tôda gE É. Com efeito, dados z € Veg E E, o conjunto 


U = {f € X; M); UJE), 9(x)) < ef3, AFl), g(xo)) < 6/3} 
é uma vizinhança de g em S(X;M). Como g € ÆĒ, existe J E E NV. 


Segue-se que (g(x), g(xo)) < f(x), g(x) + AGE), Hero) + AlE), glxo)) < e. 


Logo, E é equicontínuo. 
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CoroLáRIO 1 — Seja E C (X; M) eguicontinuo. Então o fecho de E 
em (X; M) coincide com o fecho de E em FAX; M). 


Indiquemos com E. e E. os fechos de E nesses dois espaços. Como à 
aplicação identidade F(X; M) — 3X; M) é contínua, temos EC EC E. 
Pela Prop. 17, É, é equicontíinuo. Logo, as topologias s e c coincidem sôbre 
E. Como E. é fechado em §.(X; M), segue-se que É. é fechado em 
(X; M). Mas És é o menor conjunto fechado em FX; J) que contém E. 
Logo, É, = E. - 


COROLÁRIO 2 — Se fu(x) — f(x) para todo z E X e E = fis fe. fne} 
é egiicontinuo, então f é continua e fa—f uniformemente em cada parte 
compacta de M. 


Com efeito, temos j E E, e ja — j em É. Mas Es = É, donde > f 
em E. isto é, fa converge uniformemente para f em cada parte compacta 
de X. 


Corocário 3 (Dini) — Seja fi <Je <...L fa L... uma segiência 
crescente de junções reais continuas fr: X —> R. Se (fa) converge simples- 
mente para uma função contínua f:X —> R, então jan] uniformemente 
em cada parte compacta de X. 


Demonstração: Basta mostrar que E = {fu Jo.. -,fn---y é um con- 
junto eqüicontínuo. Sejam então to € X e e>0. Existe um inteiro 
N >0 tal que [fx(xo) — f(zo)| < «j5. Pela continuidade de ix ede f, 


existe uma vizinhança V de zo tal que fx) — jxo] < 5e l) Ied] < 


< eļ5 para todo z E€ F. Para todo zE X e todo inteiro n 2 N, temos 
line) — Jæ < |fx(x) — J@)| pois a segiiência dada é crescente. Ora, 
zE V implica 


Ha- IOL le) sel ie) edhe — Jin < 365. 


Segue-se então que, para todo x € F e todo n > N, 


Lina) fla) < e- HO] + E — al + Eo) — duro) S 
< lre) — JE + E) — e)l + e) — isel 
< 3ej5 + e5 + e5 < €. 


Por conseguinte, o conjunto (fx. fya.. ..} é eguicontinuo. Dai se conclui 


facilmente que E é eqüicontínuo. 


Dados EC (X; M) e «E X, indicaremos com E(x) o conjunto dos 
valôres f(x), quando f percorre E. 
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Proposição 18 (Ascoli) — Seja E um conjunto de aplicações continuas 
de um espaço topológico X num espaço métrico M. A fim de que E seja re- 
lativamente compacto em SAX; M), é suficiente que: 


1) Ex) C M seja relativamente compacto, para todo x € X; 
2) E seja equicontínuo. 


Quando X é localmente compacto de Hausdorff, estas condições são tam- 
bém necessárias. 


Demonstração: Suponhamos que E satisfaz às condições acima, Para 
cada «E M, Elo C M é um subconjunto compacto. Pelo Teorema de 
Tychonov (Prop. 11) o produto cartesiano II L(a) é um subconjunto com- 

2€x 
pacto do espaço de Hausdorff Y(X; M) e portanto é fechado neste espaço. 
Como E C H E(2), temos E, C II Ela), e daí E, (= fecho de E em 39) é 
compacto. Mas E, = E, (= fecho de E em Şe) pelo Corol. 1 da Prop. 17. 
Logo, E: é compacto. Pela Prop. 17, É. C €4X;M) logo, E, é o fecho 
de E em G(X; M), o que demonstra a suficiência das condições. 

Seja agora X localmente compacto de Hausdorff e suponhamos que E 
seja relativamente compacto, isto é, que seu fecho E em €4X;M) seja 
compacto. Como CX; M) é fechado em (X; M) (Corol. da Prop. 13), 
Eé também o fecho de E em (X; M). Para cada z E X, a aplicação 
T: CX; U) — M, definida por ž(f) = f(x), é contínua. Logo, E(x) = rŒ) 
-écompacto em 47. Como E(x) C E(x), temos E(x) C Ela), donde, E) C M 
é compacto, o que mostra que E cumpre a primeira condição acima. Para 
provar à eqitcontinuidade de E, sejam to E X ee>0. Como cada f E€ É 
é continua no ponto xo, dada f E Ē existe uma vizinhança compacta Ky 
de x, em X tal que z € Ky implica d(j(x), J(xo)) < €3. Para cada f E E, 
ponhamos também V; = V(f; Ky, €/3) = {g E e; sup. digla), H(x)) < 3}. 


a 1CK 
Da cobertura aberta EC U Vy podemos extrair uma subcobertura finita 


ECV;U.. UV onde V; = Vy. Escrevamos também K; = Kj; 
i=1,..,n. A interseção U = kK, N...M Kn é uma vizinhança de xo. 
Dados r € U e g E E quaisquer, temos g € V; para algum 7. Como 
z, zo E Ki vem da(x), g(x0)) < UE), Jd) HAGE), Filo) + Alfa), g(xo) < 


< e Portanto, É é equicontínuo e consegientemente E também. 


EXEMPLOS 


20. Referindo-nos ao Ex. 15a, seja M um espaço métrico limitado. 
M é isométrico ao subespaço E C GM; R), formado pelas funções fe: y— 
— d(z,y), 1 E€ M. Como sabemos, E é equicontinuo. Além disso, para 
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cada z € M, El) = (dz, y);y E M} C [0, ô] onde ô é o diâmetro de J. 
Assim, E(x) C R é relativamente compacto, para cada z E M. Mas nem 
sempre E C Ci; R) é relativamente compacto: para isso, seria necessário 
que E (e portanto M) fôsse totalmente limitado e, em particular, JZ deveria 
ter base enumerável. Vê-se portanto que o Teorema de Ascoli não se 
aplica em CM; R), salvo, naturalmente, quando 37 é compacto pois nesse 
caso CM; R) = CM; R). 


21. Consideremos, como na segunda parte do Ex. 1a, o conjunto 
SM) das partes limitadas e fechadas do espaço métrico M. M) identi- 
fica-se ao subespaço E C €(M;R) formado pelas funções fr: x — d(x, F) 
onde .F E (AM). Demonstraremos um resultado clássico de Hausdorff, 
segundo o qual M compacto implica (M) compacto. Sabemos que 
E é eqiicontinuo. Além disso, para cada rE M, Ela) = (d(x, F); 
Fe warn) C [0, 6), onde ô é o diâmetro de M, donde E(x) é relativamente 
compacto. Pelo Teorema de Ascoli, (aplicável porque Ca(M; R) = C(M; R)) 
E é um subconjunto relativamente compacto de G(1/;R). Resta provar 
que EC GM; R) é fechado. Sejam então f E C(V; R) e (Fn) uma segiiên- 
cia de fechados em M tais que d(x, Fa) — f(x) uniformemente em M. De- 
vemos provar que f E E. Seja F = {y E À; f(u) = 0}. Mostremos que, 
para todo z € M, j(x) = d(z, F). É fácil ver que y E F se, e sòmente se, 
y = lim Ym, onde cada ym E Fm e (Fm) é uma subseqüência de (Fa). Dado 
xE M existe, pela compacidade de F, um ponto yo € F tal que d(x, F) = 
= d(x, ya). Temos y = liM Ym, Ym E Fm. Evidentemente, dx, Fm) < 
< d(x, Ym). Fazendo m — œ nesta desigualdade, obtemos f(x) = lim d(e, Fm) < 
< lim dz, Ym) = dx, yo), isto é, f(x) < d(z, F). Por outro lado, para cada 
n, existe Yn E Fn tal que d(x, Fa) = d(x, Yn). A segiiência (yn) admite 
uma subsequência convergente Ym >y E F. Logo. f(x) =lim d(x, Fm) = 
= lim d(z, Ym) = dx, y) 2 dz, F). Por conseguinte, Ja) = d(e, F), 
E = (M) é fechado em CM; R) e portanto compacto. 


22. Seja M um espaço métrico compacto. Indiquemos com E o 
conjunto das isometrias de M, munido da topologia da convergência uni- 
forme. Sabemos que E é eqiicontinuo e, para cada x E M, E(x) é relati- 
vamente compacto pois é um subespaço do espaço compacto Af. Logo, E 
é relativamente compacto em C(M; M). Mais precisamente, E é fechado 
em EM; M). Com efeito seja (fa) uma segiência de isometrias de AM, 
convergindo uniformemente para uma aplicação contínua f: 17 — M. Dados 
z,y M quaisquer, temos d(j(2), f(y) = lim f(x), In(y)) = lim d(z, y) = 


= d(x, y). Logo, f:M — M é uma imersão isométrica. Além disso, f é 
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sôbre M(*) pois, dado qualquer y E M existe, para cada n, um ponto m E M 
tal que flzn) = y. A sequência (z) admite uma subsegiência convergente 
im>zE M. Temos ainda fmm) = Y, com Im—>T e fm—j uniforme- 
mente. Daí resulta que j(x) = y. Com efeito, sendo f continua, para 
cada e > O existe mo tal que m > mo implica d(J(x), j(zm)) < €/2. É pos- 
sível tomar mo tão grande que m > mo implique também dGra(z), J(x)) < “2 
para todo x € M. Segue-se que m > mo implica 


ACID, Jmltm)) < AFE), Him) + dO (tm), Inlim)) < e. 


Logo, y = lim fm(tm) = j(x) e portanto f é uma isometria de M. Assim, E 
é fechado em €,(27, M). Concluímos portanto que o conjunto das isome- 
trias de um espaço métrico compacto é um conjunto compacio na topologia da 
convergência uniforme. 


23. Seja E um conjunto de aplicações diferenciáveis j : U — R”, de- 
finidas num aberto UC R”. Suponhamos que, para cada compacto 
K C U,exista um número real c = «(K)> 0 tal que [x)| < ce I&@ <c, 
qualquer que seja z € K. Então, tôda sequência (fa) com ja E E possui 
uma subsegiiência (fm) que converge para uma aplicação contínua f : U —> R”, 
a convergência sendo uniforme em cada parte compacta K C U. Com 
efeito, E é equicontínuo (vide Ex. 16) e, para cada x€ U, Ela) C R” é limi- 
tado, donde relativamente compacto. Pelo teorema de AS EC G(U; R”) 
é relativamente compacto. Sendo U localmente compacto com base enu- 
merável, S(U;, R”) é metrizável. Logo, tôda segúência de pontos de E 
possui uma subseqiiência convergente, o que demonstra a afirmação feita. 
Note-se que f = lim jm é contínua mas não necessiriamente diferenciável, 
Entretanto, se supusermos que as aplicações f E E possuem derivada se- 
gundas e que, para cada compacto KC U, valem |j); < e, œl <c, 
f(x)! < c, então tôda segiência (fn), com fa E E, possui uma subsegiência 
(fm) convergindo em U para uma aplicação diferenciável f:U>R", e, 
em cada compacto K C U, fm- f e fm — f' uniformemente. Isto resulta 
imediatamente do caso anterior. 


24. Para funções holomorfas f:U — R? (vide Ex. 19), a situação é 
bem mais agradável. Dado um conjunto E de funções holomorfas em U, 
se supomos que, para cada compacto K C U, existe um número real 
c = ¢(K) > 0 tal que |f(2)| < c para todo z € K, então E é egiicontínuo 
e (evidentemente) E(z) é relativamente compacto, seja qual fôr z € U. 


(*) De um modo geral, tôda imersão isométrica de um espaço métrico compacto 
MH em si mesmo é uma isometria, isto é, é sôbre M. (Vide Exercício 13 do Capítulo III.) 
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Pelo Teorema de Ascoli, E C G(U; R?) é relativamente compacto Assim, 
tôda sequência (fa) com fan E E, possui uma subsegiiência (fm) que converge 
para uma função f E C(U;R?), a convergência sendo uniforme em cada 
parte compacta de U. Portanto, vale o resultado do exemplo anterior 
sem ser preciso postular a limitação das derivadas. Mas isto não é tudo. 
A função f = lim fm é necessàriamente holomorfa e as derivadas de fm con~ 
vergem para as derivadas correspondentes de f, uniformemente em cada 
compacto K G U. (Estas últimas afirmações seguem-se imediatamente 
do Teorema de Morera e da fórmula integral de Cauchy.) 


25. A aplicação linear K :C — C, definida no Ex. 18, é um exemplo 
do que se chama uma aplicação completamente contínua: ela transforma 
todo conjunto limitado SC C num conjunto relativamente compacto 
K(S) C C. Esta afirmação decorre imediatamente do Teorema de Ascoli. 


26. O conjunto E de funções reais fa : R —> R, definido no Ex. 17 é 
egiicontinuo e eguilimitado: E(x) C [0,1] para todo r€ R. Segue-se 
do Teorema de Ascoli que uma subsegiência de (fa) converge uniforme- 
mente em cada parte compacta de R. Na realidade, em cada parte com- 
pacta K C R temos fr — O uniformemente. Assim, f(x) —» 0 para todo 
zE R mas não é verdade que fa — O uniformemente. Mais precisamente, 
nenhuma subsegiência de (fa) converge uniformemente na reta, ilustrando 
mais uma vez o fato de que o Teorema de Ascoli não se aplica para C(X; M), 
salvo se X fôr compacto. 


$8. A Topologia Compacto-Aberta 

A finalidade dêste parágrafo é introduzir, para espaços de funções con- 
tínuas C(X; Y), onde Y não é necessariamente metrizável, uma topologia 
análoga à da convergência uniforme nas partes compactas. 

Consideremos inicialmente algumas noções básicas. 


Seja X um espaço topológico. Dada uma coleção © de partes de X, 
diz-se que a topologia de X é gerada por © quando X e as interseções finitas 
GM... M Ga dos conjuntos G: € © constituem uma base de abertos para 
X. Isto significa que a topologia de X é a menos fina na qual todos os 
conjuntos G E G são abertos. Os conjuntos G E © são chamados gerado- 
res da topologia de X. 


Note-se que, dados um conjunto X e uma coleção qualquer © de par- 
tes de X, existe uma (única) topologia em X gerada por ©. Basta observar 
que X e as interseções finitas Gi N...M Gh de conjuntos em G& constituem 
a base de uma topologia em X (cf. Prop. 10, Cap. III) cujos abertos são o 
conjunto vazio, o conjunto X e as reuniões arbitrárias dessas interseções. 


274 PRODUTOS CARTESIANOS E ESPAÇOS DE FUNÇÕES Cap. IX 


Por exemplo, a topologia produto em X = HX é gerada pelas fatias 
Pa (Ua), Ux C X aberto. 


Dados os espaços X, Y, se a topologia de Y é gerada por uma coleção 
de abertos 6, então uma aplicação j : X —> Y é contínua num ponto z € X 
se, e sômente se, para cada gerador G E © contendo y = j(x), existir uma 
vizinhança V dez em X tal que (V) C G. 


Com efeito, a parte “sômente se” é óbvia. Reciprocamente, dada 
uma vizinhança arbitrária W de y em Y, existem geradores G,,..., GE © 
tais que EGO. MNGACW. Sejam V... Fa vizinhanças de x 
em ¥ tais que IV) C GC... KV) C Gr. Então V = VLO... OV, é 
uma vizinhança de x tal que J(V) C W, logo, f é contínua no ponto x e a 
parte “se” está demonstrada. 


ADVERTÊNCIA — Se a coleção de abertos (5 gera a topologia de X e se 
uma aplicação f : X — Y é contínua no ponto x E X, então, dada qualquer 
vizinhança V de f(x) em Y, existem G4,.... Ga E O tais ques E GN... N Ga 
em N... AN Go) C V, mas pode não existir um conjunto GE ®© tal que 
2EGCerG Cv. 


Sejam X, Y espaços topológicos. Dados PC X e QC Y, indicare- 
mos com A(P; Q) o conjunto de tôdas as aplicações continuas f : X — Y tais 
que (P) C Q. Assim: 


-A(P; Q) = VE CX; F); J(P) C Q). 


~ Proposição 19 — Sejam X um espaço topológico e M um espaço mé- 
trico. A topologia do espaço ©.(X; M) é gerada pelos conjuntos A(K;V) 
onde K C XécompatoeV C M é aberto. 


Demonstração: Dada f E A(K;V), como J(K)} é um compacto con- 
tido no aberto V, existe e > 0 tal qe x E K, y E M e df(t), y) < e im- 
plicam y G V. Consideremos 


W = W0]; K, © = {g E E(X; M); jlx), g(x)) < e para todo t E K}. 


IW é uma vizinhança de f em EX; M) e da definição de e€ segue-se que, 
para todo g E W tem-se g(K) C V, isto é, W C A(K; V). Logo, cada con- 
junto A(K; V) é aberto em C(X; M). Mostremos agora que as interseções 
finitas N A(Ks; V;) formam uma base de abertos em C(X; M). Com efeito, 
seja W = W(f;K,e uma vizinhança básica arbitrária de f € CLX;M). 
Todo ponto x € K` possui uma vizinhança U, em X tal que U) C 
C B(j(x); e/3), donde HU.) C B((2);e/2). A cobertura aberta K C U Uz 
possui uma subcobertura finita K C U, U...U Un. onde escrevemos U; em 


€ 
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vez de Us. Os conjuntos K; = U: Q K são compactos, tem-se K = 
=KU..UkK, e pondo V; = B(f(æ:); 2), temos HKJC V, i= 
=1,2,... n, isto é j E N A(K; V:i). Além disso, A(K; F) OQ... O 
NA(K Vn C W. De fato, se g € NAK;V)ezxEK então rE K; 
para algum i, donde d(g(x), jlz)) <'e/2 e dg@), a)) < 62. Assim, 
digla), Hx) < € e, como v€ K é arbitrário, segue-se que g E W = 
= W(J; K, €), como queríamos demonstrar. 


A proposição acima mostra que, para aplicações contínuas f:X — M, 
a topologia da convergência uniforme nas partes compactas pode ser carac- 
terizada sem que a métrica de M seja mencionada diretamente. Isto su- 
gere a generalização seguinte. 


Sejam X, Y espaços topológicos. Indiquemos, como de costume, com 
G(X; Y) o conjunto das aplicações contínuas de X em Y. A topologia 
em G(X; Y) gerada pelos conjuntos A(K;V) = {J E CX; Y) AXK) C Y} 
onde K percorre os subconjuntos compactos de X e V os abertos de Y, 
chama-se a topologia compacto-aberta e o espaço topológico correspondente 
será indicado com Ca(X; FY). 


A Prop. 19 mostra, então, que no caso de X ser um espaço métrico 
tem-se C(X; M) = Ca(X; M). 


Proposição 20 — À topologia compacto-aberta é mais fina do que a to- 
pologia de convergência simples. Em outras palavras, sejam quais forem os 
espaços topológicos S, Y, a aplicação identidade Ca(X;Y) > CX; Y) é 


- contínua. 


Demonstração: Basta observar que a topologia de C(X;Y) = YZ é 
gerada pelos conjuntos A(x; V) onde x € X e V é aberto em Y, pois os 
A(x; V) são as fatias po (W) no espaço produto YZ. Como cada ponto 
zE X é um conjunto compacto, a proposição segue-se. 


Cororário — Se Y é um espaço de Hausdorff, então, Coa(X; Y) é de 
Hausdorff, seja qual jór X. 


Com efeito, €(X; Y) é de Hausdorff por ser um subespaço do produto 
cartesiano YX, que é de Hausdorff (Prop. 9). A topologia de E(X; F), 
sendo mais fina do que a de C(X; Y} é, portanto, de Hausdorff. 


Sejam J E (X; Y) FCA; Y), EX e SCX. Por simplici- 
dade, escreveremos às vêzes j -x ou fz em vez de f(x); JS ou jS em vez de 
JS) e F-x ou Fx em vez de F(t) = {J(2); j E F}. 


Dados os conjuntos X, Y, Z e uma aplicação f : X — (Y; Z), usaremos 
a notação f :X X Y —Z para indicar a aplicação definida por f(x,y) = 
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= j(z)- y. É fácil verificar que, pondo T(f) = f tem-se uma correspon- 
dência biunívoca 


T : (X; TZ) > XX Y; 2). 


Quando se usa a notação (4; B) = B4, tem-se uma correspondência 
biunívoca T :(Z%)¥ — ZXxP. A proposição abaixo é fundamental. 


Proposição 21 — Sejam X, Y, Z espaços topológicos, onde Y é de Haus- 
dorif. Uma aplicação J : X — ColY;Z) é continua se, e sômente se, para 
cada compacto LCY, a restrição J:XXL>2Z,defa X X L, é contínua. 


Demonstração: Suponhamos que, para- cada compacto L C Y, 
Í:X X L—>Z seja contínua. Para provar que f é contínua num ponto 
arbitrário x & X, tomemos um compacto LC Y e um aberto W C Z 
tais que j(x) E A(L; W). Isto significa que f(x) -L C W, isto é, ia xD Cc 
C W. Pelo lema anterior à Prop. 7, Cap. VII, existe um aberto U contendo 
z em X tal que (UXL)CW, ouseja HU)-LC W, donde f(U) C 
C 4(L; W). Isto mostra que f é contínua. 

Reciprocamente, seja f : X —> Coa(Y; Z) contínua e mostremos a con- 
tinuidade de f : X X L— Z para todo compacto L C Y. Tomemos arbi- 
tràriamente um ponto (x, y) E X X L e um aberto WC Z com Fa, y) = 
= ju) - y E W. Em virtude da continuidade de f(z): L-Z e de ser L 
um espaço compacto de Hausdorff, existe uma vizinhança compacta K 
de y em L, tal que f(x) - K C W, isto é, f(x) E A(K; W). Como f é con- 
tinua, existe uma vizinhança U de x em X tal que (U) € A(K; W), isto é, 
HUXRE)CW. Logo, F:XXL>Z é continua. 

Dados os conjuntos X, Y, indicaremos com v:8(X; Y) XX —FY a 
aplicação definida por (f, «) = H£), que associa a cada par (7,2) o valor 
J(x) de f no ponto x. Por simplicidade, indicaremos com o mesmo símbolo 
v as restrições de v a subconjuntos de (X; Y) X X. 


CoRoLÁRIO — Se X é um espaço de Hausdorjf, então v: Q(X; Y) X 
X K > Y, definida por v(f, x) = f(x), é contínua para cada compacto K C X. 
Com efeito, v = f, onde f : Ca(X; Y) —> Ca(X; Y) é a aplicação iden- 


tidade. z 


Proposição 22 — Sejam X, Z espaços topológicos quaisquer e Y local- 
mente compacto de Hausdorff. Para que f : X — Qa(Y; Z) seja continua, é 
necessário e suficiente que 7 :X X Y—Z seja continua. 


Demonstração: Em virtude da Prop. 21, para que f seja contínua é 
necessário que f o seja, mesmo quando Y é apenas um espaço de Hausdorff. 
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Por outro lado, se Y é localmente compacto de Hausdorff então todo ponto 
de X X Y pertence ao interior de algum conjunto da forma X X L, onde 
LC Y é compacto. Se f é contínua, as restrições f |(X X L) são contínuas 


para todo compacto L C Y, logo, j : X X Y —Z é contínua. 


COROLÁRIO — Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. 
A aplicação v: CX; Y) X X> Y, definida por vU, 2) = j(2), é contínua. 

Com efeito, v = Í, onde f : Ca(X; Y) > CealX; Y) é a aplicação iden- 
tidade. 


Osservação — Dados um espaço de Hausdorff localmente compacto 
X e um espaço topológico qualquer Y, a topologia compacto-aberta é a 
menos fina em G(X; Y) que torna contínua a aplicação v: G(X; Y) X X>7Y. 
Com efeito se t é uma topologia em G(X; F) tal que v : CX; Y) X X >Y 
é contínua então, pela Prop. 22, a aplicação identidade CX; Y) > Cea(X; Y) 
é contínua, donde t é mais fina do que a topologia ca. 


Quando X não é localmente compacto, entre as topologias que tornam 
v: G(X; Y) X X > Y continua pode não existir uma menos fina de tôdas. 


Sejam X, Y,Z espaços topológicos. Consideremos a aplicação 
S= TH SX X Y; Z) > KX; 307; 2), 


definida por S(f) = f, onde J(x)-y = j(x, y). res 

Se F:XX YZ fôr continua então, evidentemente, S(f) = f será 
uma aplicação de Y em €(Y;Z) e, para cada compacto L C Y, a restrição 
j :X X L—>Z será contínua. Portanto, em virtude da Prop. 21, f:X — 
-> Coa(Y; Z) será contínua, desde que Y seja um espaço de Hausdorff. Assim, 
quando Y é de Hausdorff, S aplica E(X X Y; Z) em G(X; CY; Z)). Uma 


afirmação mais precisa pode ser feita, a saber: 


Prorosição 23 — Sejam X, Y espaços de Hausdorff e Z um espaço 
topológico qualquer. Então, S: Coal X X Y; Z) — Ca(X; Cea(Y; Z)) é um ho- 
meomorfismo sôbre um subespaço de CX; Cel Y; 2). 


emonstração: Para provar a continuidade de S basta, pela Prop. 21, 
verificar que, para todo compacto K C X, a aplicação Š : CX X Y; 2) X 
X K — CotY;Z) é continua. Repetindo o argumento, basta provar que 
Š: Coa(X X Y;Z2 XK x L—>Z é continua, pra KC X, LC Y com- 
pactos quaisquer. Ora, 8,23) = Ī(@, y). Logo, S é continua, pelo eo- 
rolário da Prop. 21. Seja agora H C CX; Coa(Y;Z)) a imagem de 5, 
isto é, o conjunto das aplicações contínuas f : X > C(Y; Z) tais que } = TOf 
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é contínua. Mostremos que T=SI:H>C(NXX Y;Z) é continua 
Pela Prop. 21, basta provar que, para todo compacto PCX XY, a 
aplicação T:H X P—Z é contínua. Como P C px(P) X prP) = 
= KX L, é suficiente provar a continuidade de T :H X KXL>=Z para 
KCX e LC Y compactos. Na realidade, vale algo mais forte: 
P:CdX; Ca¥; Z) x K xXx L>2Z é contínua. Com efeito, sendo 
Ty, (z, W) = TO) @, y) = J(x)-y, vemos que T é a aplicação composta: 


[SalX; Ca; Z) X K] X LUXO gym x LË 


(Q, x), y) 


Pelo Corolário da Prop. 21, as aplicações vı: Coa(X; Ca(Y;2)) X K — 
— Ca(Y;2) em: Ca(Y;Z) X L —> Z são contínuas. Logo, T = t20 (v; X id) 
é contínua. 


— E 


Gæ), D)—— ja) yo 


CoroLário (Lei exponencial) — Sejam X um espaço de Hausdorff, 
Y localmente compacto de Hausdorff e Z arbitrário. A aplicação S, definida 
por S(J) = f, onde f(x)-y = j(x, y), é um homeomorfismo de CalX X Y; 2) 
sôbre Coal X; CalY; Z)). 

Com efeito, basta verificar que S é sôbre, o que decorre da Prop. 22 
pois, sendo Y localmente compacto, j:X -> Ca(Y;Z) contínua implica 


j :X X Y->Z contínua. 


Osservação — Alguns autores usam a notação B4 para indicar o 
espaço Coa(d;B). Nessa notação, o corolário acima exprime que (2% 
é naturalmente homcomorfo a Z TX o que justifica o nome “lei expo- 
nencia”. 


§ 9. Exercícios 


1. Seja 4 C Xp aberto e, para cada À E L, seja Aà = pĒA). Tem-se 4) = XA 
exceto para um número finito de valôres de À, 


2. Para cada À G Z, seja SNC Xà. A topologia induzida em IIS) pela apli- 
cação de inclusão ?: Sà — IX» é a topologia produto dos subespaços Sa. O fecho 
de HS» em HXA é igual a IISA. IIS» é denso em ILX» se, e sômente se, cada SA é denso 
em Ya. 


3. Seja L= U Lae, & E 4, os La sendo dois a dois disjuntos. Então, IIXA é 


AEL 
homeomorfo a IlYw onde Ye = IX» para cada œ Œ A. Em outras palavras, vale 


aza AE ta 
a associatividade H O Xy=H Xa 
«Ca XE EL 
4. Uma aplicação biunívoca q: L — L, de L sôbre si mesmo, induz um homeo- 
morfismo c*:ITXy > IL Xy, onde p*((z1)) = (ro), ou seja Hr) =70p. (Co 


IEL XGL 
mutatividade.) 
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5. Sejam LoC Lea = (za) € 1, Um ponto em TI X). O conjunto S dos pon- 


AE Lo 
z’) para todo À € Lo é homeomorio a» espaço produto 


tos x E I X\ tais que 7A 


ACL 
H Xa. Se cada X) é um espaço de Hausdorff, enão S é vm subconjunto 
AGL- Lo 


fechado de II Xa. 
AGL 

6. Para cada NEL, seja fA:XN>TYA Defina j= Rj: HX >INYFA 
` pondo J((zx)) = FMEA). Se cada fà é contínua, f é contínua. Se cada fx é aberta, f é 
aberta. Tem-se também (MgA) o (If) = IKgx ofA). Seja agora g) 
para cada NEL. É aberta a aplicação g = (g):X >F), de 
= (gx)? 

7. Com a notação do exercício anterior, pode-se ter cada já: NA — FA uma 
aplicação quociente sem que f = Iljx:TIX» — IY) seja uma aplicação quociente. 
Em outras palavras, para cada À E L, seja E) uma relação de equivalência no espaço 
Xa. Define-se uma relação de equivalência E = IIE) no espaço produto NX = TXA 
pondo-se Ey <> za Ex ya para cada À E L. As aplicações quocientes cx: Na > XNE 
iiduzem a aplicação continua o= Jlox: ILXA -> IKA NEN), a qual define em X = HXA 
precisamente a relação de equivalência E = ILE». Por passagem ao qnociente, tem-se 
uma aplicação biunívoca e contínua. f:JIXyDEAS I(X NEN, a qual pode não ser 
um homeomorfismo, mesmo nos casos mais simples. (Resulta do exercício acima que f 
é um homeomorfismo quando cada E é uma relação de equivalência aberta.) O con- 
tra-exemplo clássico é o seguinte: no espaço Q dos números racionais, seja E a relação 
de equivalência que identifica todos os inteiros a um só ponto e d 
mais números racionais. Seja Z a relação de igualdade (uma equiv 
cial). A aplicação contínua canônica F:(0 X QU X E) — QXAÇE) 
meomorfismo. 


-= Ya aberta, 
da por g(z) = 


rtactos os de- 
seia bem espe- 
ão é um ho- 


8. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. Se y: F > Y’ é uma 
aplicação quociente, então id X QX X Y— X XY’ é uma aplicação quociente, então 
id XQ:XXY—>X XY’ é uma aplicação quociente. Concluir que, dadas as rela- 
ções de equivalência E em X e Fem Y, a aplicação contínua natnral F:/N X FY)(E X 
X F) > (X/E) X (Y/F) é um homeomorfismo, desde que X e NF sciam espaços de 
Hausdorff localmente compactos. 


9. O produto ILYA é um espaço regular se, e sômente se, cada faicr Ya é regular. 


10. Seja L enumerável ou com a potência do contínuo. O produto IJ XA é se- 
parável se, e sômente se, cada fator YA é separável. NEL 


1. Seja (zta) £; uma família de números reais com índices num conjunto arbitrá- 


rio A. Um número real s chama-se soma da família (xo), e escreve-se s = Ù fa quando, 
E 
aT 


para todo e >0, existe um subconjunto finito FoC A tal que |s— E zaf < e seja 


e 
qual fôr o conjunto finito F com Fa C F C A. Se a família (Za)y E Possi uma soma, 


diz-se que ela é uma família somárel. Valem as seguintes propriedades: 
a) A somas = I ta, se existe, é única. 
aa 
b) Para que (ta) E a seja somável é necessário e suficiente que, para cada e> 0; 
exista um subconjunto finito Fo C 4 tal que | E za] < €, seja qual fôr o subconjun- 


A4€s 
to finito GC A, com G N Fo = Ø. (Critério de Cauchy.) 
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c) Se a família (Zoe A fôr somével, então, za = 0 salvo para um conjunto enume- 


rável de índices œ € A. (Para cada n Œ N, existe FC A finito tal que a ED 
= ral < ljn. Logo, «EU Fr® Ta = 0.) 


lla. Dado o conjunto arbitrário 4, seja P(4) o subconjunto de F(A; R) formado 
por tôdas as famílias aa Ea de números reais tais que a família (DE A é somável. 
Asim, £ = (ta) EL(4) © E (zaf < œ. P(A) é um subespaço vetorial de A; R) e 
a&a S 
|z| = Era } é uma norma em P(A), a qual provém do produto interno < x,y > = 
« 


æ jo. O espaço P(A) é completo. É separável se, e sômente se, A é enumerável. 


Quando se considera em (A; R) a topologia produto, a aplicação de inclusão P(A) > 
— (A; R) é continua. Se A fôr infinito, a topologia de P(A) não é induzida por esta 
aplicação. 


12. O conjunto dos números irracionais é homeomorfo ao espaço produto RY., 
(Considerar o desenvolvimento de cada número irracional em fração contínua.) 


13. Dar exemplo de duas topologias distintas no mesmo conjunto X dando origem 
à mesma noção de limite de uma segiiêneia. 


lt. Se Yy, Yo... Yn... são espaços sequencialmente compactos, então Y = IY, 
é sequencialmente compacto. Concluir que se FY é segiiencialmente compacto e Z é 
enumerável, então tôda segiência de aplicações /n:Z — Y possui uma subsegiiência 
convergente. Aplicação: Teorema de Helly: Dado qualquer X C R, tôda segiência de 
funções monótonas fna: X — [a,b] possui uma subsegitência convergente. (Observar 
qne se podem supor tôdas as fn não decrescentes e que se uma subsegiiência converge 
simplesmente num snbeonjunto enumerável denso em X, a monotonicidade implica que 
a mesma subsegiência converge simplesmente em A) 


15. Sejam E, F espaços vetoriais normados e YE; F) o conjunto das aplicações 
lineares contínuas de E em F. E;F) é um espaço vetorial, no qual se considera a nor- 
ma |j] = supilitwoj;x SE, |z| = 1}. A topologia definida por esta norma coincide 
com a topologia da convergência uniforme nas partes limitadas de E. Seja S = ir EE; 
= 13. A aplicação de restrição YE; F) — CS; F) é uma isometria de YE; F) sôbre 
um subconjunto fechado de €(S;F). Concluir que se F fôr completo, então M(E; F) 
também será. 


16. Sejam M,N espaços métricos e q: df —»N uniformemente contínua. Dada 
uma coleção © de partes de um conjunto X, a aplicação ps : gZ: M) => Tet; N) 
definida por (J) = pof, é contínua, 


17. Dadas uma seqüência Mı, M»,... de espaços métricos e uma coleção © de par- 
tes de um conjunto X, estabelecer um homeomorfismode De; TI Man) sôbre D3elX; Ma) 
n 


o qual, se X é um espaço topológico, aplica o subespaço C; M,) homeomorfamente 
sôbre Tt Se (X;M). 

18. Sejam Xı, Xə conjuntos arbitrários e Mf um espaço métrico limitado. A apli- 
cação natural S : Jul X Xn M) > Ju; (Xi; Su (Xz; M))}, definida por S:f ir 


A 
onde (J(x1)) (z2) = iz, to), é uma isometria. 
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19. No conjunto dos homeomorfismos da reta, a topologia da convergência simples 
coincide com a topologia da convergência uniforme nas partes compactas, 


20. Sejam Æ um conjunto, Š uma coleção de partes de X e M um espaço métrico. 
Para cada y E M, seja cy a aplicação constante X >y. A aplicação g: M > elx; M), 
dada por «(y) = cy é um homeomorfismo de A sôbre o conjunto das aplicações constantes. 


Para que a imagem «(M) seja fechada é necessário e suficiente que © seja uma cober- 
tura de X. E 


21. Sejam Š Š duas coleções de partes de um conjunto X. Se ©; C €: então, 
para qualquer espaço métrico M, a topologia de TedX; M) é mais fina do que a 
de Vs (X; M). Se Sı e S, são coleções saturadas (vide $5) e &, * Go, então as duas 
topologias acima são diferentes, desde que M possua mais de um ponto. 


22. Sejam X, Y espaços topológicos e M um espaço métrico. Diz-se que uma apli- 
cação j: XX Y > MH é continua em x, no ponto xo E X, uniformemente em relação a y, 
quando, para cada e > 0, existe uma vizinhança V de zọ em X tal que z € V> 
= dx y), Kzoo y)) < €, seja qual jôr y E Y. Para cada z EŒ X e cada y Œ Y sejam 


fz: Y >M efy:X —> M as aplicações parciais definidas por fz(y) = f(z, y) = fz) As 
seguintes condições são equivalentes: 


a) f é contínua em z, no ponto xo, uniformemente em relação a y; 


A A 
b) A aplicação f: X > BY; M), definida por f(x) = fz é contínua no ponto zo; 
c) O conjunto E =(,:X>M;y EF) C X; M) é equicontínuo no ponto x). 


Se uma das condições acima (e portanto cada uma delas) é satisfeita e, além disso, 
fe: Y > M é continua no ponto yo então f:X X Y — M é continua no porto (xo, yo) 
Em particular, se tôdas as aplicações fz : Y => M, z E X, são contínuas e as aplicações 
fy:XSMH,y E Y, for mam um conjunto eqüicontínuo, então f : X XY > M é contínua. 


A 
Equivalentemente, se f é uma aplicação contínua de X em Cu(Y; M), então f : X x Y >M 
é contínua, 


23. Sejam X um espaço topológico e M- um espaço métrico. A aplicação 
v:X X aX; U) — M, definida por e(z, f) = f(z), é contínua no ponto (zo, fo) se, e 
somente se, fa é continua no ponto xo. Seja agora Es C s (X; M) um conjunto eqùi- 
contínuo, munido da topologia da convergência simples. Então, v:X XEs>M é con- 
tínua. (Aplicar o exercício anterior.) 


24. Sejam X, Y espaços topológicos, M um espaço métrico e Es C (Y; M) um 
conjunto eqgiticontinto, munido da topologia da convergência simples. A aplicação 
m:EsX Ş:(X: Y) > X; M), definida por m(g,f) = gof, é contínua, [Em virtude 
da propriedade característica da topologia da convergência simples, basta verificar que, 
para cada mo € X, a aplicação (g, f) — g(J(x0)), de E X Fa(X;M) em M, é contínua. 


Esta última aplicação é composta de fg) — (g, f(zo)) com (g, y) > gly). Usar o exercí- 
cio anterior.) Vide Exerce. 34, adiante. 


25. Sejam 17, N espaços métricos. Para que um “conjunto E C F(M;N) seja 
uniformemente eqüicontínuo, é necessário e suficiente que a aplicação v : Eu X M >N, 


definida por (f, x) = f(x), seja uniformemente contínua. (E, está munido da topologia 
da convergência uniforme.) 


282 PRODUTOS CARTESIANOS E ESPAÇOS DE FUNÇÕES Cap. IX 


26. Sejam E,F espaços vetoriais normados. As seguintes afir 
um conjunto LC YE; F) são equivalentes: 


acêrca de 


a) L é equicontínuo no ponto 0 & E. 
b) L é eqüieontinuo. 
à L é uniformemente eqüicontinno. 


d) Existe a 2 0 tal que |j(@æŒ}| Sajz| quaisquer que sejam f EL 


27. (Vide Exerc. 27, Cap. VIL) Dado um caminho retificáv el, diet — BM num 
espaço métrico M, seja q : [a, b] > [0, 1} a função definida por «(t) = (L). Exis- 
te um caminho A [0,1] — M retificável, com go p = Í lig) = (f) e, pata tódô selo), 
tem-se Kg|[0, s) = s- Kg). Por isso diz-se que g é “parametrizado preporcionalmente 
ao comprimento do arco”. Seja R(M) o conjunto dos caminhos retificáv 10,15) — M, 
parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco. Dados j € NM), st € 10,1) 
tem-se d(f(s), F0) < Uj) - |s — t|- Concluir que, para cada a > 0,0€ to Ra (1) = 
= {f ER(M); UJ) Sa} é eqüicontinuo. Considere em Mil) a topologia da conver- 
gência uniforme. Como 7 : R (M) — R é semicontinua inferiormente, segue-se que Ia (37) 
é fechado em 9). Se o espaço métrico J fôr compacto (on, mais geralmente, se todo 
subconjunto limitado e fechado de 1 fôr compacto) então Ma()7) é compacto. Anàlo- 
gamente é compacto o subconjunto Na(37; p, q) C Natilf) formado pelos caminhos j 
tais que (0) = p, (1) = q, onde p,q E M são pontos dados. Concluir que se M é com- 
pacto (ou, mais geralmente, se todo subconjunto limitado c fechado de J7 é compacto) 
e pq E M são tais que existe um caminho retificável em 17 com extremidades p e q, 
então existe em MH um caminho geodésico ligando pag. (Isto é um caminho de compri- 
mento mínimo ligando êsses dois pontos.) Todo caminho geudésico é uma aplicação 
bivuívoca. 


28. Sejam X um espaço topológico, M um espaço méirico e Lip Ju fm um 
conjunto egiiicontínuo de aplicações fn : X — M. Se (Jn(x)) converge em df, para todo x 
pertencente a um subconjunto denso DC X, então (fa) converge unifismemente em X. 


29. No caso de X ser um espaço localmente compacto com base 
uma nova demonstração do Teorema de Ascoli utilizando a forma fraca 
Tychonov, fornecida pela Prop. 8. 


umerávei, dê 
do Teorema de 


30. Se, para cada À & L, O) é um sistema de geradores da topologia de X y, então 
as fatias px 1 (Gn), GYE (Gy formam um sistema de geradores para a topologia de ILYA. 


31. Sejam X, Y espaços topológicos. Dada uma base B de Y, os 
onde K C X é compacto e V € Y, geram a topologia de E (NX; Y). 


nos A(A; F), 


32. Se X e Y são espaços de Hausdorff nos quais todo ponto possni um sistema fun- 
É x V:2)5 
ições, f: Nx 
X L>Z contínua para todo compacto L C Y implica j: X X Y >Z comiínna.) 


damental enumerável de vizinhanças então a aplicação natural S 


— Ca(X; Coa(Y; Z)) é um homeomorfismo. (Observar que, nestas cond 


33. Sejam X,Y,Z espaços topológicos. Tôda aplicação contínua q: 
induz aplicações contínuas qa: CalZ; X) — CealX; Y) e 0%: Ca(Y;7)S CMN; 
finidas por qw(7) = poje pH) = Jog 
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34. Sejam X um espaço de Hausdorff e Y um espaço de Hausdorff localmente 
compacto. Qualquer que seja o espaço Z, a aplicação Im: CalY; Z) X CelX; Y) — 
> Gel X; Z}, definida por m(g,f) = g © f, é contínua. 

35. Seja X um espaço de Hausdorff compacto. O conjunto O(X) dos homeomor- 
de X, munido da topologia compacto-aberta, é um grupo topológico relativa- 
à operação (g, f) —go 
J` ZAK UOS] EAX- 


(Para provar que f =f é contínua, observar que 
X RD - 


36. Sejam X um espaço topológico E! e M um espaço métrico. Para que fa >f 
em ©,X; M) é necessário e suficiente que zn z em X implique falzn) — f(x) em M. 


37. Sejam X, Y espaços topológicos e Z o intervalo [0,1] Duas aplicações 
continuas f, g: X — Y dizem-se homotópicas quando existe uma aplicação contínua 
H X I => Y (chamada uma homotopia entre j e g) tal que, para cada z E X, H(z, 0) = 
= fr) e H(z, 1) = g(x). Se X fôr um espaço de Hausdorff localmente compacto on um 
espaço El, j e q são homotópicas se, e sômente se, pertencem à mesma componente co- 
nexa por caminhos no espaço Ca (NX; Y). Tais componentes chamam-se as classes de ho- 
motopia das aplicações j : X >Y. 


33. Se Y é um espaço regnlar, então, para todo espaço X, Cel X; Y) é regular. 


39. Com a notação do Exerce. 20, seja o: Y —> Ca(X; Y) a aplicação definida por 
«ety) = cy Mostre que y é um homeomorfismo sôbre um subespaço. Se F é de Haus- 
dorff, tal subespaço é fechado, Obtenha a recíproca do exercício anterior: se C(X: Y) 


é regular, então F é regular. 


40. Dado um subespaço SC Y, Ca(X;S) é homeomorfo ao subespaço de Ca(N; Y) 
formado pelas aplicações contínuas f : X — Y tais que XX) C S. 


Extensão de Funções Reais Continuas 


Capítulo X 


81. Introdução 


Neste capítulo demonstraremos dois teoremas clássicos sôbre exten- 
são de funções reais contínuas num espaço topológico. O primeiro dêles 
será o Teorema da Extensão de Tietze, que afirma ser possível estender 
tôda função real contínua, definida num subconjunto fechado de um espaço 
normal, a uma função real continua em todo o espaço. O problema geral 
de saber em que condições uma aplicação contínua f:A— Y, definida 
num subconjunto fechado 4 de um espaço topológico X, admite uma ex- 
tensão continua 7: X — Y, constitui um dos capítulos mais importantes 
da Topologia Algébrica. = 

O segundo teorema dêste capítulo afirma que, para uma categoria 
bastante ampla de espaços topológicos X (espaços “completamente regula- 
res”) é possível obter uma compactificação B(X), chamada a compactifica- 
ção de Stone-Cech, tal que tôda função real contínua limitada f : X — R 
estende-se a uma função real continua F :B(X)> R. 


$2. O Teorema da Extensão de Tietze 


Seja F um conjunto fechado de números reais. Dada uma função 
real contínua /:F — R, procuremos estender f continuamente a tôda a 
reta, isto é, obter uma, função real contínua g : R — R tal que qjF =j. 
R — F é aberto, e portanto é uma reunião disjunta de intervalos abertos 
(suas componentes conexas). Para cada um dêsses intervalos (a,b) que 
compõem R — F, temos a,b E F. Definiremos então ø linearmente em 
[a, b], de modo a coincidir com f nas extremidades a e b: Mais explicita- 


mente, para a < x < b, poremos (x) = f(a) + (z — a). je — / (a), 
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[Se R — F contiver um intervalo ilimitado, digamos da forma (a, +œ), 
poremos g(x) = f(a) + (£ — a) para a <z < +09.) 


Assim, o problema de estender continuamente a tôda a reta uma fun- 
ção real contínua definida num subconjunto fechado F C R tem uma res- 
posta positiva e uma solução fácil. 


Se, porém, F é um subconjunto fechado do plano R?, o problema de 
estender continuamente 2 todo o plano uma função contínua f:F>R 
não é trivial. Uma solução afirmativa foi obtida por H. Lebesgue em 1907. 
(Para uma exposição dêsse teorema, vide B. Ipstein, “Partial Differen- 
tial Equations”, MacGraw-Hill, N. Y., pág. 7.) A mesma demonstração 
de Lebesgue vale quando F é um subconjunto do espaço euclidiano R”. 
Posteriormente (1914), H. Tietze demonstrou que se FC M é um sub- 
conjunto fechado de um espaço métrico qualquer JM, tôda função real con- 
tínua f:F —R pode ser estendida continuamente ao espaço inteiro M. 
(Uma demonstração dêste teorema está exposta em [Dieudonné], pág. 85.) 
Deve-se também a Tietze o conceito de espaço normal, mas coube a P. 
Urysohn (em 1925), como conseqüência do seu Lema (Prop. 12, Cap. VIII) 
demonstrar o teorema de extensão de funções reais contínuas f : F -> R no 
caso em que F é um subconjunto fechado de um espaço normal X. Esta 
é a situação mais geral em que o teorema pode ser demonstrado, em virtude 
da seguinte proposição: 


Proposição 1 — Seja X um espaço topológico. Cada uma das afirma- 
ções abaixo implica a seguinte: 


1) dados FC X fechado e f:F>R continua, existe p:X —R continua 
tal que o |F = f; 


2) dados F, G C X fechados disjuntos, existe 9: X —>R tal que p(F) = 0, 
(G) = 1; 
3) X é normal. 


Demonstração: Para mostrar que 1)=>2), consideremos a função 
J:F U G—>R definida por (7) = 0, HG) = 1. Evidentemente f é con- 
tínua. Usando 1), f estende-se a uma função contínua vp: X — R, o que 
demonstra 2). Para mostrar que 2)= 3), dados F,GC X fechados dis- 
juntos, tomamos q : X — R contínua, com ¢(F) = 0, ¢(G) = 1 e definimos 
U = {z E X; glz) < 1/2}, V = {x € X; gl£) > 1/2}. U e V são abertos 
disjuntos, FC UeGCF. 


Nosso objetivo neste parágrafo é mostrar que 3) = 1). Éste teorema, 
fruto dos trabalhos de Lebesgue, Tietze e Urysohn, é geralmente conhecido 
como o “Teorema da Extensão de Tietze”. 
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Prorosição 2 — Sejam F um subconjunto fechado de um espaço nor- 
mal X e J um intervalo da rela real. (J pode ser aberto ou não, limitado 
ou ilimitado.) Dada uma junção real continua f : F — J, existe uma junção 
continua o : X —J tal que g(x) = f(x) para todo x E F. 


Demonstração: Suponhamos inicialmente que J é fechado e limitado. 
Não há perda de generalidade em supor J = [— a,al, onde a > 0, pois 
qualquer fc, d] é homeomorfo a [-a,a), a >0. Assim, |f(W)| <a para 
todo x EF. O passo fundamental é obter uma função real contínua 
Pr: X >R tal que lpx)] < a/3 para todo z E€ X e [fHzx) — gil2)| < 2/3 
para todo x € F. Isto se faz observando que os conjuntos F; = (x E F; 
Mw) < —al3} e Gi = {x E F; f(z) > a/3) são fechados em X e disjuntos; 
logo, pelo Lema de Urysohn (Prop. 12, Cap. VIII), existe q; : X > [— a/3, a/3] 
continua tal que p:(Fı) = —a/3, (G1) = a/3. Ê imediato que [j(x) — 
-— (v)| < 20/3 para todo x E F. O mesmo raciocínio, aplicado à função 
j- ¢ı:F — [—2a/3, 20/83], conduz à existência de uma função contínua 


ò 
P :X >R tal que |pax)| < A - — a para todo x € Xe f(x) — qr) 
o o 


=- páu)| < (213) - a para todo x E F. Prosseguindo anàlogamente, obte- 
mos uma sequência de funções continuas qr: X—> R tais que |gn(2)| < 
< (1/5)" - (2/3) aparatodoz € X e |J(@)- pile) — ...— qnlx)| < (2/87 a 
para todo x E F. A primeira dessas desigualdades mostra que os têrmos 
da série Zgn(x) são uniformemente majorados pelos têrmos da série geomé- 
trica (2a/3) E (1/87 = a. Logo, p(t) = Dyn(x) define uma função con- 
tinua o :X > [-a,a). A segunda das desigualdades acima mostra que 
elx) = f(x) para todo x E F. 


Consideremos agora o caso em que J = [—a, a) é limitado e semi- 
-nberto. Dada f:F->[-a,a) contínua, o método acima fornece uma 
função contínua go: X > [—a,a] que coincide com f em F. O conjunto 
G = {x E X; pr) = a) é fechado em X e disjunto de F. Pelo Lema de 
Urysohn, existe uma função contínua É:X>[0,1] tal que EF) = 1, 
HM) = 0. Seja g:X>R definida por (z) = Elx) - px). A aplicação 
& é contínua, coincide com f em Fe (X) C [-a, a). De maneira análoga 
se tratam os casos de intervalos da forma (—a,a] e (—a, a). Qualquer 
intervalo é homeomorfo a um dêstes, de modo que a proposição está com- 
pletamente demonstrada. 


Cororário 1 — Seja F um subconjunto fechado de um espaço normal 
X. Tóda aplicação contínua f:F— R” pode ser continuamente estendida 
a uma aplicação p: X > R”. 


Com efeito, basta estender cada uma das funções coordenadas f; : F -> R, 


onde fæ) = Fia)... Jnlx)). 
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Evidentemente, o corolário acima é válido também para aplicações 
n 
f:F>H J, onde Jı ..., Jn são intervalos da reta. Mais geralmente, 
i=] 


o número de intervalos pode ser infinito. Por exemplo, se Y = (L; R) 
é o conjunto das funções reais definidas num conjunto arbitrário L e se Y 
“tem a topologia da convergência simples, então tôda aplicação contínua 
j:F— Y, definida num subconjunto fechado F de um espaço normal X, 
pode ser estendida a uma aplicação contínua g : X — E, definida no espaço 
inteiro X. 


Cororário 2 — Sejam F um subconjunto fechado de um espaço normal 
X e S° a esfera unitária n-dimensional. Tóda aplicação continua j : F — S” 
pode ser estendida continuamente a uma vizinhança de F em X. 

Com efeito, sendo 8” C R”™, podemos considerar f como uma aplica- 
ção continua de F em R™, Pelo Corol. 1, existe qo: X — KR" continua 
tal que por) = J(x) para todo zEF. Seja U = {r E X; ode) = 0}. 
U é uma vizinhança aberta de F. Definamos q:U — S” pondo ¢(2) = 
= polvoflpox)| para cada z E U. Se x EF, então goe) = ji) E S”, 
logo |p2)| = 1 e portanto (x) = f(x). 


Orservações — 1) Não é verdade que tôda aplicação contínua 
f:F—>sS” possa estender-se continuamente a uma aplicação q: X — S”. 
Por exemplo, a aplicação identidade f : S! — S? não possui uma extensão 
contínua q: R?— St. (Cf. Exere. 39, Cup. VIL) 

2) Existem subconjuntos fechados F C R? tais que a aplicação iden- 
tidade f: F —» F não possui uma extensão contínua 2: V — P, seja qual 
fôr a vizinhança V D F. Basta considerar F=GU...VUGU... onde 
cada Cn é o círculo de raio 1/n e centro no ponto (0, 1/n). Qualquer vizi- 
nhança de F contém uma infinidade de círculos Ca e também de discos Da 
(onde Ch é a fronteira de Da). Uma extensão q: V -»F forneceria, em 
particular, uma aplicação contínua y:D,—>F tal que y|C, = identi- 
dade. Considerando a aplicação contínua r :F —> C, tal"que r|Ch = iden- 
tidade e r(x) = (0,0) para todo x E F — Ca, veríamos que ro y:D,— Cn 
seria uma retração, o que contraria o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 
(vide Ex. 39, Cap. VID. 


$3. A Compactificação de Stone-Cech 


No Cap. VII, $5, uma compactificação de um espaço topológico X 
foi definida como um homeomorfismo q: X —Y de X sôbre uma parte 
densa (X) de um espaço compacto Y. 

Sob êste ponto de vista geral, todo espaço topológico X possui pelo 
menos uma compactificação. Basta considerar a aplicação de inclusão 
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g:X—X*, onde X* = X U {o}, wX, as vizinhanças do ponto w 
sendo as complementares em X* dos subconjuntos compactos de X. Esta 
imitação da compactificação de Alexandrov tem contudo um inconveniente: 
se X não fôr localmente compacto, o espaço X* não será de Hausdorff, mes- 
no que X o seja. 

É, portanto, natural perguntar: quais espaços de Hausdorff X possuem 
uma compactificação 2: X — Y, onde Y é de Hausdorff ? 

Outro problema que se refere a compactificações de um espaço topo- 
lógico X é o seguinte: dada uma função real limitada, digamos f : X — [0,1], 
existirá alguma compactificação p : X > Y tal que f se estenda a uma fun- 
ção continua J : ¥ — [0, 1)? 

Para que esta pergunta terha sentido, é preciso que imaginemos X C Y, 
ou seja, que identifiquemos X com (X). Melhor ainda será formular 
e a pergunta em têrmos mais precisos: dada 
Y $f:X>[0,!) contínua, existirá uma compac- 


/ tificação v:X > Y e uma aplicação conti- 
f f nua f :Y—{0, 1} tal que fog =j? 


[o 1] A relação jog = f se exprime dizendo que o 
diagrama acima é comutativo. 

Vejamos um exemplo. Sejam X = (0, 1] e f :(0, 1] —[— 1, + 1) de- 
finida por f(x) = sen(l/x). O gráfico G(J) = (zo) E R3; z € (0, D} 
é um subconjunto limitado do plano e portanto o seu fecho Y = GU) é 
compacto. A aplicação. : (0, 1]— F, definida por q(x) = (x, J(2)) é um 
homeomoriismo de (0,1) sôbre G(f) e : 
portanto o é uma compactificação do | À 

Vi 
| t 


X 


A 
f 


| 
definida por f, y) = y. Tem-se evi- j. ). ! j 4 
dentemente jop = f. Logo, a compac- oh | \ ; Z t 
tificação 2 :(0, 1] — Y goza da proprie- | J V 
dade de que a função continua f(e) = 
= sen(1/x), definida em (0, 1} “estende-se” a uma função contínua F em F. 


espaço (0,1). Seja F:Y—>[- 1, +1 


Mostraremos agora que, mediante uma re: 
ao espaço X, é possível obter uma compacti 
função real co 


irição conveniente imposta 
ação o :X — Y tal que tóda 
nua limitada, definida em X, estende-se a Y. Éste tipo 
de compactificação é devido a M.H. Stone e E. Cech. Como subpro- 
duto, obteremos uma caracterização dos es 
suem um: compuetificaçãoç: X — Y, Y de H. 


əs de Hausdorff X que pos- 
ausdorfr. 


O ponto crucial é a introdução do seguinte conceito. 


Um espaço topológico X chama-se completamente regular quando, 
dados arbitririamente um ponto x E X e um aberto U em X, com z E U, 
- 
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existir sempre uma função contínua fœ X — [0,1] tal que j(@)=1 e 
jX- U)=0. 


EXEMPLOS 


1. Em virtude do Lema de Urysohn (Prop. 12, Cap. VIII) todo espaço 
de Hausdorff normal é completamente regular. Segue-se que todos os es- 
paços métricos são completamente regulares, bem como os espaços compac- 
tos de Hausdorff. No caso de um espaço métrico XY, dado zro EU, UC M 
aberto, a função f : M — [0, 1}, definida por j(2) = diz, M — Ulild(x, xo) + 
+(e, M — U)], é contínua, com f(r) = 1, H)=0s zEM-—U. 


2. Todo espaço completamente regular X é, em particular, regular. 
Com efeito, dados z € U C X, U aberto em X, tomamos j:X—[0,1] 
contínua com f(x) = 1, {X — U) = 0 e vemos que V = f1{{1/2, 1) é uma 
vizinhança fechada de x contida en U. A recipreca é falsa. Existem 
espaços de Hausdorff regulares que não são completamente regulares. (Vide, 
por exemplo, [Dugund;i], Pág. 154.) 


3. Todo subespaço S de um espaço completamente regular X é com- 
pletamente regular. Com efeito, dados so E U CS, U aberto em 8, existe 
U’ aberto em X com U=U NS. Existe portanto J’ :X — [0, 1} con- 
tínua com f(s) = 1 e f(X — U) = 0. Seja j= |S. Tem-se, eviden- 
temente, X(S — U) C f’ (X — U) = 0. Segue-se daí que todo subespaço 
de um espaço de Hausdorff compacto é completamente regular. Em par- 
ticular, para que um espaço (de Hausdorff) X pessua uma compactificação 
p :X— Y onde Y é de Hausdorff, é necessário que X seja completamente 
regular. Mostraremos a seguir quê esta condição também é suficiente. 


4. Como todo espaço de Hausdorff localmente compacto X possui 
uma compactificação (de Aléxandrov) p :X — X*, onde X* é um espaço 
de Hausdorff, segue-se que todo espaço de Hausdorff localmente compacto 
é completamente regular. 


Seja X um espaço topológico. Indiguemos cem 7 o intervalo fechado 
[0, 1] e com € o conjunto C(X; I) das funções contínuas f : X >I. 


Consideremos o “cubo” I6, isto é, o produto cartesiano I= H Ij 
JER 
onde I; = 1 para cada j € €. Como sabemos, cada ponto de IE é uma fa- 
mília (t)cç, com 0 < 4 < 1 para cada f E E. 
Pelo Teorema de Tychonov, JË é um espaço de Hausdorff compacto, 
Existe uma aplicação natural 


pix =IE 
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definida pondo-se, para cada x E X, (x) = (eeg onde x; = f(x). Em 
outras palavras, q associa a cada x E X a família J(1);cç dos valôres as- 
sumidos no ponto z pelas várias funções contínuas f : X —— Z. 

A aplicação ø : X — I€ é contínua (Cj. Prop. 2, Cap. IX) porque, para 
cada f E 6, a aplicação composta mjog : X — I (onde 7y: Ičo éa pro- 
jeção sôbre o f-ésimo fator) coincide com a própria aplicação J: X >I, 
donde T; º œ é contínua. 


Prorosição 3 — Para que a aplicação contínua o : X — I£, acima de- 


finida, seja um homeomorfismo de X sôbre œ(X) é necessário e suficiente que 


X seja um espaço de Hausdorff completamente regular. 


Demonstração: A condição- é ôbvinmente necessária pois q(X) é um 
subespaço do espaço de Iansdorif compacto ZË, Suponhamos, reciproca- 
mente, que X seja completamente rezular, de Hausdorff. Dados t Æ y 
em X, existe um aberto U com xvEU e y È U. Existe também uma 
função contínua Jo:X ->Z tal que fde) = 1 e JAX — U)=0, donde 
Jy) = 0. Segue-se que p(x) < p(y), pois gR) = eleg e el) = (eg 
com zy = folz) Æ fo(y) = Yn Por conseguinte, q é biunivoea. Mostremos 
agora que q é uma aplicação aberta de X sôbre «(X). Observemos inici- 
almente que, quando f varia em €, os conjuntos V; = {e €E X; Jl) > 0} 
formam uma base de abertos em X. Com efeito, seiam U aberto e so € U. 
Existe f E ©, com f(z) = 1, HX— U) = 0, doade r E WC U. Em se- 


guida notemos que, para cada fo Z G, o conjunto 4 = (4) E IS, h 
é aberto em Z e, além disso, 


EV) = (e) E IS; x = a) E E Vo = eA NA A 


Segue-se que q transforma os abortos básicos V; em os de (X), o 


que conclui a demonstração. 


Dado o espaço de Hausdorff completamente regular X, indiquemos 
com f(X) = (X) o fecho da imagem da aplicação v:X > If. Então, 
B(X) é um espaço de Hausdorff compacto e q : X — B(X) é uma compacti- 


ficação de X, chamada a compactificação de Stone-Cech do espaço X. 


Muitas vêzes, o espaço B(X) é chamado a compactificação de Stone- 
-Cech do espaço X, ficando subentendida a aplicação natural o :X > P(X), 
gl) = Ha)ie g 

Um corolário da construção de 8(X) é que um espaço de Hausdorff X 
é completamente regular se, e sômente se, é homeomorfo a um subespaço 


de um “cubo” JL = IL Iy h = I para todo A E L. 
“ AGL 


K 
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Evidentemente, um espaço de Hausdorff compacto X é homeomorfo à 
sua compactificação de Stone-Cech p(X) e portanto pode sempre ser natu- 
ralmente identificado a um subconjunto fechado do cubo 18, € = G(X;1). 

Daremos agora uma caracterização da compac- ~ 
tificação de Stone-Cech em têrmes da propriedade 
de extensão de funções contínuas. 


4 

Diremos que duas compactificações ¢ : X > Y, E P 
g’: X — Y’ do mesmo espaço topológico X são iso- 
morfas quando existir um homeomorfismo À : Y — Y’ E y 
tal que ho ¢ = g. h 


Proposição 4— Seja X um espaço completamente regular, de Haus- 
dorjj. Dada uma compactijicação p:X— Y, as seguintes condições são 
equivalentes. 

1) Y:X—>Y é isomorja à compactificação de StoneCechp: X > P(X); 

2) para têda função real contínua limitada J:X->R, existe uma (única) 
função continua f:Y>R tal que Joy = f; se HX)C [a,b], então, 
JW) Cla, bi; 

3) para tóda aplicação contínua g: X —»Z num espaço de Hausdorjj com- 
pacto Z, existe uma (única) aplicação continua q: Y > Z tal que ĝ o Y = q. 

Demonstração: Para mostrar que 1)=>2), basta considerar a com- 
pactificação de Stone-Cech q : X — f(X) e uma função contínua j :X >I. 
Temos B(X) C 16, Seja 7; :IČ>I a J-ésima projeção. Temos mjo q = f, 
pela própria definição de q. Pondo Í = m| B(X), vemos que f:B(X) > T 
é continua e jog = f. A unicidade de f resulta do fato de que a igualdade 
Jog =j determina f no subconjunto denso g(X) C f(X) e portanto em 
todo o espaço B(X). 


2)= 3). Podemos considerar Z como subconjunto fechado de um 
cubo 72. A aplicação contínua g:X— Z é portanto definida por uma 
família (g,)rgL de funções contínuas ga: X —I com gla) = (MEDEL 
para todo NEL. Para cada NEL, existe qn: Y—T contínua tal que 
gao yY = gy. Seja g:Y — I} definida por g(x) = (öc. Temosgoy = q. 
Segue-se que g(g(X)) C Z, donde g(Y) = q (E) CZ=2Z. Logo,gé 
uma aplicação de Y' em Z, o que demonstra a implicação. 


Mostremos, finalmente, que 3)= 1). A compactificação de Stone- 
-Cech q : X — (X), em virtude do que acaba de ser visto, satisfaz à con- 
dição 3). Assim, dada a compactificação y:X-—»Y, que também sa- 
tisfaz 3), existem aplicações contínuas p :X—f(X) e P:BM)>TY 
tais que Y ° p = Ņ¢ e Ẹoy=g. “Segue-se destas duas igualdades que 
pobºoP=çoy=gy, donde goy:f(X) — 8(X) coincide com a iden- 
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tidade nos pontos de (X). Como êste conjunto é denso em f(X), con- 
eluímos que 20) = id.: XX) —B(X). Anãlogamente se vê que y o p = 
= id.: Y — Y, donde p e y são homeomorfismos, um sendo o inverso 
do outro. A Prop. 4 está demonstrada. 


yE 
aira 


e 


CoroLÁRIO — A compactificação de Stone-Cech é um processo “natu- 
ral” (ou functorial) no seguinte sentido. Dados espaços de Hausdorjf com- 
pletamente regulares X, Y, Z, sejam p:X — B(X), L:V> BO, [7 
— B(Z) suas compactijicações de StoneCech. Tôda aplicação continua 
A:X—Y induz uma aplicação continua 


X A Y As: B(X) — BY), caracterizada pelo jato de 
que o diagrama ao lado é comulativo. 

p y Se u: Y —Z é outra aplicação conti- 

nua, considerando-se us :B(Y) — B(Z), tem-se 

A. (u o Ns = ue o MSN) — BZ). Se 


p(x) > B (Y) i:X>X jêr a aplicação identidade, então 


Ta B(X) > B(X) também é a- identidade. 
Segue-se que, se A.X —Y fôr um homeomorfismo, então As : B(X) > BY) 
também será um homeomorfismo. 


Demonsiração: Seja g=YoN:X>B(Y). Pela Prop. 4, existe 
uma única aplicação continua g :8(X)— B(Y) tal que gov =g=yoA. 
Ponhamos A+ = g. Vê-se que Ay torna o diagrama comutativo e é a única 
aplicação contínua com esta propriedade, em virtude da unicidade de g. 


pcs 
= 
o 
>» 
« 
um 


Bi% — 812) 


Para mostrar que (u o À)x = 4x o Ax basta observar que us o Ag : B(X) — 
— 8(Z) torna comutativo o diagrama. Pela unicidade de (u o A), segue-se 
que (u o A) = uso Az As demais afirmações são óbvias. 
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EXEMPLO 


Seja X um espaço de Hausdorff completamente regular, Indiquemos 
com CX ; R°) o espaço das aplicações contínuas limitadas J: X > Rº, 
com a métrica da convergência uniforme. Por simplicidade, imaginemos 
X C B(X) e consideremos a aplicação de restrição p: HM); R”) —> 
— EX; R”), onde p(f) = f| X, e S(B(X); R”) é o espaço das aplicações con- 
tínuas do compacto B(X) em R”, com a métrica da convergência uniforme. 
Como X é denso em 8(X), dadas f, g : B(X) > R” contínuas, tem-se d(j, 9) = 
= d(f|X, g| X), de modo que p é uma imersão isométrica de C(S(X); R”). 
Por outro lado, todo conjunto limitado em R” sendo relativamente com- 
pacto, cada g E CX; R”) pode ser considerada como uma aplicação con- 
timua de X num compacto, donde existe (vide Prop. 4) g : A(X) —» R” con- 
tínua tal que plg) = q. Segue-se que p: C(B(X); R”) — CX; R”) é uma 
isometria. Em particular êstes dois espaços de funções são homeomorfos. 
Ora, a topologia de G(8(X); R”) coincide com a topologia compacto-aberta 
(vide Prop. 19 Cap. IX) e portanto depende apenas das topologias de B(X) 
e R”, mas não da métrica de R”. Resulta que, dado X completamente 
regular, de Hausdorff, a topologia de C(X; R”) não depende da métrica 
que se toma em R” mas é um invariante topológico dos espaços X e R”. 


§ 4. Exercícios 


1. Para que um espaço completamente regular seja de Hausdorff, é necessário e 
suficiente que cada wn dos seus pontos seja um subconjunto fechado. 


2. Seja X um espiço topológico arbitrário. Existe uma compactificação p : X > Y 
tal que tôda função contínua f:X —({0, 1] estende-se continuamente a Y. (Considere 
Z = X* x IČ, onde X* = X U {w} imita a compactificação de Alexandrov de X. De- 
fina gx) = (elfo), e oT E X. 


3. O produto cartesiano X = H X» é completamente regular se, e sômente se, 
AXEL 
cada fator Xà fôr completamente regular. 


4. Seja X um conjunto bem ordenado, não-enumerável, possuindo um último 
elemento Q, tal que, para todo a E X — Q, o conjunto {z € X; z <a) é enumerável. 
Considerando em X a topologia da ordem que tem uma base de abertos formada pelos 
intervalos (a, b) = {z E X;a < z <b}, X é um espaço de Hausdorff compacto e, pondo 
X = X — Q, X é homeomorfo a B(X’). 
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Disco, 26 
stância, de um ponto a um conjunto, 24 

entre dois conjuntos, 25 

entre dois pontos, 21 

entre duas aplicações, 29 

idem no sentido de ITausdorff, 35 


Elemento mínimo e máximo, 15 
Esfera, 26 
unitária n-dimensional; 35 
Espaço, de Banach, 159 
de Hilbert das segiências de quadrado 
somável, 152 
euelidiano, 21 
métrico discreto, 27 
pseudométrico, 32 
vetorial, 18 
normado, 23 
topológico, 144 
Esp métrico, 21 
compneto, 159 
completo, 149 
disereto, 27 
totalmente limitado, 189 
Espaço topológico, 60 
com base enumerável, 216 
compactamente gerado, 214 
compacto, 175 
completamente regular, 288 
conexo, 86 
por erminhos, 86 
do Baire, 160 
de Hausdorff, 62 
de Lindelöf, 219 
discreto, 61 
El, 125 
enumerável no infinito, 206 
homogêneo, 103 
localmente compacto, 195 
Toculmente : 
localmente conexo por caminhos, 94 
localmente de Hausdorff, 99 
localmente separável, 224 
metrizável, 61 
normal, 80, 184 
quociente, 66 


regular, 126, 131, 235 
sequencialmente compacto, 192 
separável, 219 
totalmente desconexo, 92 
uniforme, 145 
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Tomecomorfismo, 42, 61 


loca}, 66 
uniforme, 134 
Momotetia, 43 ... 


Homotopia, 283 


Imagem, de um conjunto, 8 
inversa, $ 

Imersão isométrica, 25 

Inclusão, 3 

Ínfimo, 17 

Integral de Riemann, 171 

Interior, 71 

Interseção, 4, 10 

Intervalo, 17 

Isometria, 25 


Lei exponencial, 278 
Limite, de conjuntos, 130 
de um filtro, 132 
de uma função, 120 
de uma sequência, 107, 122 
duplo, 128 e 129 
fechado, 130 
lateral, 131 
no infinito, 118 
superior e inferior, 128, 130 
uniforme, 129 


Menor e maior elemento, 15 
Métrica, 21 
de Hausdorff, 35, 271 
equivalente a outra, 47 
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induzida, 23, 25 

mais fina do que outra, 46 
uniformemente discreta, 130 
uniformemente equivalente a outra, 137 


Norma, 23 
Número diádico, 96 
Número de Lebesgue, 194 


órbita de um ponto, 98 
Oscilação de umn função, 52 


Par ordenado, 5 
Partição de um intervalo, 211 
Ponto, aderente, 78 
de acumulação, 82, 177 
de condensação, 237 
fixo, 166 
interior, 71 
isolado, 27 
Pontos e-cnendendos, 212 
Primeiro clomento, 15 
Produto Carte de conjuntos, 6, 11 
de espaços métr 2 
de espaços topclógicos, 70, 241 
Produto interno, 34 
Projeção, de um produto cartesiano, 11, 
241 
estereográfica, 44 
Propriedade, da interseção finita, 176, 256 
de Bolzano-Weierstrass, 177 
Pseudométrica, 32 
induzida, 32 


Relação de equivalência, 13 
aberta, 67 
definida por uma aplicação, 14 
produto, 99 

Relação de ordem, 15 
lexicográfica, 239 

Representantes (de uma relação de equi- 

valência), 14 

Reta transfinita, 239 

Retrato, 102 

Reunião, 4, 10 


Saturamento, 65, 260 
Segmento de reta, 86 
Seminorma, 33 
Segiência, 10, 107 
convergente, 107 
de Cauchy, 146 
de funções, 115 
dupla, 128 
não-decrescente, 110 


Série, absolutamente convergente, 152 
convergente, 112 
geométrica, 112 


— Sistema fundamental de vizinhanças, de 


em conjunto, 198 

de um ponto, 123 
Soma topológica de espaços, 140 
Subcobertura, 174 
Subconjunto, 2 

próprio, 3 

vazio, 3 
Subespaço, métrico, 23 

topológico, 64 
-Subsequência, 107 
Supremo, 17 


Teorema, da metizução de Urysohn, 231 


: 163, 201 
de Bolzano-Wceierstrass, 172 
de Dorel-Lebesgue, 172, 187 
de Dini, 269 
de Helly, 280 
de Lindelöf, 219 
de Tietze, 286 
de Tychonov, 257 
de Zorn, 16, 256 
do ponto fixo de Brouwer, 213 (em di- 
mensão 2) 
do ponto fixo para contrações, 166 
Topologia, caótica, 61, 246 
co-induzida, 65, 184 
compacto- aberta, 275 
da convergência simples, 124, 243 
da converg a uniforme, 140, 244 
da ordem, 96, 97 
discreta, 61 
gerada por um conjunto de partes, em 
idem numa família de partes, 258, 259 
induzida, 63 
mais fina que outra, 62 
produto, 70, 243 
quociente, 66 
Toro, 183 
Transformação, 7 
linear, 19 


Último elemento, 15 


Valor de aderência, 128 

Variedade Topológica, 214 

Vizinhança, de um conjunto, 198 
de um ponto, 72 
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